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section A suivant »
Formulation
La forme générale d’'un probleme d’optimisation est la suivante : générale des
problémes
. d’optimisation
mmnf(x), (1.1.1) non linéaire
xR
sous les contraintes
(PC)
g(x) <0, (1.1.2)
h(x) =0, (1.1.3)

ou les fonctiong’, g eth sont typiquement non-linéaires (c’est I'objet de cette deuxieme partie du
cours). L'équation¥1.1.2) désigne ce que nous apelleront destraintes d'inégalité et I'équa-

tion (VI.1.3) descontraintes d’égalité

L'objet de ce cours est la présentation de technigues permettant de résoudre le p(Balg@miasi

que des problemes ou soit un seul des deux types de contraintes est présent, soit des problemes n'y
a pas de contraintes du tout. Nous noterons ces types de problémes ainsi :

(PC) probléme général, avec contraintes d’'inégalité et d’égalité,
(PCE) probléme avec contraintes d’'égalité,

(PCIl) probléme avec contraintes d’inégalite, Séommaitre
< g oncepts
P) probleme sans contraintes. Notiorﬁ’s

Il va de soi que la plupart des problémes réels ou industriels ne sont pas initialement sous une d
formes proposées. C’est pourquoi un des premiers travaux consiste en général a mettre le proble

initial sous une forme standard. Par exemple, un probléme donné sous la forme Exemples
Exercices
max g(x), Documents
n
xcR
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se mettra sous la forme standqR) en posanf(x) = —g(x)! Cependant, la mise sous forme Formulation
standard nécéssite en général un peu plus de travail, comme nous allons le voir dans les exemplegénerale des
Lo problemes
qui suivent. N it
d’optimisation
non linéaire

Sommaire
Concepts
Notions

Exemples
Exercices
Documents
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Un exemple en

régression
non-linéaire
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On considére un probléme d’identification des parametrésc ete d'un signal du type iommaitre
oncepts
f(t) = aexp (—bt) cos (ct + d), Notions
a partir d’échantillongt;, y;];i—1. ., du signalf(¢) (ces échantillons sont représentés par les ronds . |
. . xemples
sur la figure ci-dessus). Exercices
Documents
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On propose de faire cette identification en minimisant la fonction Un eX,emple.en
regression
1" non-linéaire
J(aa b,C,d) = § Z(yl _f(ti))2a
i=1
1 & ;
= 3 Z(yi — aexp (—bt;) cos (ct; + d))“.
i=1
Le choix d’élever au carré la distance entfestf(¢;) est bien sdr arbitraire : on aurait pu prendre
la valeur absolue, mais le carré permet d’obtenir une fonefidifférentiable (ceci sera bien sir
clarifié dans la suite). Si nous n’ajoutons pas de conditions sur les paramétresd le probléme
posé est donc du tygd®), avecx = [a,b,c,d]’ € R*. Ce probléme est communément appelé un
probléme de moindres carrés (non linéaire).
Sommaire
Concepts
Notions
Exemples
Exercices
Documents
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Un exemple en

mécanique
u(x)
On considére une corde horizontale de longuetendue a ses deux extrémités, avec une tension
7. La déviation éventuelle de la corde par rapport & sa position d’équilibre est désignge par
pourx € [0,1]. Les extrémités étant fixées, on aura toujauf@) = u(1) = 0. On négligera le
poids propre de la corde par rapport a la tensipcela permet d'affirmer gu’en I'absence d'action
extérieure, la corde est au repos et on a dopg = 0, vx € [0, 1].
Supposons maintenant que la corde est écartée de sa position d’origine. Alors on peut montrer que
I'énergie potentielle associée a cette déformation (supposée petite) est
1 2
Eu)= 1/ T (du) dx. (1.1.4) Sommaire
2 Jo dx Concepts
En 'absence d'obstacle, la position de repds) = 0 minimise cette énergie. Il peut alors étre Notions
intéressant d’'étudier un probléme ou un obstacle empéche la corde de prendre la position trivia
u(x) = 0. Intuitivement, on voit bien que la corde va toucher I'obsctale en certains points, mais Exemples
pas forcément en tous les points de l'interv@lliel] (cela va dépendre de la forme de I'obstacle) Exercices
Documents
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Supposons par exemple que cet obstacle peut étre représenté par une fqrgtior). Alors la un exe,mpl_e en
présence de I'obstacle se traduit par la condition nEeEillglte
u(x) >v(x),x €0, 1]. (1.1.5)

Si on veut connaitre la déformatiatix) de la corde lorsque I'obstacle est présent, on peut donc
penser gu'il est raisonnable de considérer le probleme

1 1 du\?

= 7|5 dx,
z(t )2:/( )(d(a)c? (1.1.6)
u(x) > v(x), x €0, 1[.

Il s'agit, techniguement parlant, d'un probléme de calcul des variations, et donc I'inconnue est
une fonction (la fonctions(x)). Il parait donc pour I'instant impossible de le mettre sous forme
standard. Cependant, on peut essayer de résoudre un probléme approché, en utilisant la méthode
des éléments finis :

Approximation avec la méthode des éléments finis

Puisque I'on est en dimension 1 d’espace, la méthode est trés simple & mettre en oeuvre. D'ul  Sommaire

part, on discrétise I'intervall®, 1] : on considére les abscisses Concepts
Notions
k
Exemples
On considére le vected/ = [Uy, ..., Uy_1]", ainsi que la fonctiom (x) définie par : Exercices

. , D t
un(xz) = Up,un(0) = up(1) = 0, de plusuy est continue et affine par morceaux. ocuments
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On peut alors montrer que
E(uy) = EUTAU,

2
oUA est la matrice (définie positive)
2 -1 0
-1 2 -1
A =7N? N
-1 2 -1
0 -1 2

On peut donc proposer la version approchée du problémé)(:

minlUTAU,
U 2

U(xk)—UkSO,k:]_...N—l.

Il s’agit donc d’'un probléme se mettant assurément sous la f¢f0H). De plus la fonction

1

f(U) = UTAU est assez particuliére : il s’agit d’une forme quadratique (nous y reviendrons

-2

plus tard). La fonctiog permettant d’exprimer les contraintes d’inégalité, définie par

v(x1) — Uy
gU) = : :
v(xy_1) — Un-1)

(1.1.7)

est de pludinéaire. Nous aborderons des méthodes tenant compte de ces particularités.

<4< 13
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|.2 Formes quadratiques

Définition d’'une forme quadratique . . . . . . . . ... ... 15
Propriétés des formes quadratiques définies positives . . . . . . . ... .. 17

Sommaire
Concepts
Notions

Exemples
Exercices
Documents
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Définition d’une

Cours - forme
) . guadratique
exemple en mécanique
L'exemple précédent nous donne une idée, a partir d’'un probléme particulier, de la forme que peut
prendre la fonctioif. Une telle fonction s’appelle une forme quadratique. Nous allons maintenant
étudier leurs propriétés.
Définition 1.2.1 SoitA une matrice symétrique x n etb € R". On appelle forme quadratique
la fonctionf : R™ — R définie par
1 T
f(x):ix Ax —b «x.
Lorsque la matricéd posséde certaines propriétés, la foncfigmeut prendre un nom particulier.
La propriété a laguelle nous allons nous intéresser est la positivité :
Définition 1.2.2 SoitA une matrice symétrique x n etb € R”. On dit queA est semi-définie
positive et on notd > 0, quand O
T n
x Ax >0, Vx ¢ R". Concepts
On dit queA est définie positive et on nate> 0, quand Notions
x'Ax >0, Vx € R”, x # 0.
Exemples
R ~ ., . Exercices
Cette definition peut étre reliée aux valeurs propres de la matrice Documents
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Propriété 1.2.3 SoitA une matrice symétrique x n. On note{\;};_1., ses valeurs propres  Définition d'une

(réelles). On a les équivalences suivantes : forme
guadratique
A>0<=)\;>0,i=1...n,
A>0<= )\ >0,i=1...n.
Lorsque la matriced est définie positive (resp. semi-définie positive), on dira fjug est une
forme quadratique définie positive (resp. semi-définie positive). Dans le chestidéfinie posi-
tive la fonctionf posséede un certain nombre de propriétés. Nous nous intéressons dans un premier
temps aux surfacggx) = c otc € R.
Sommaire
Concepts
Notions
Exemples
Exercices
Documents
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Exemples :
Exemple 1.1

Propriété 1.2.4 SoitA une matrice symétrique x n, définie positive eb ¢ R". Considérons la
forme quadratique

flx)= %xTAx —b'x.
On considére la famille de surfaces définie par
7o = {x € R, f(c) = c},
pourc € R, et on définit le vectew solution de
Az =b.

Alors ~, est définie de la fagon suivante :

— Sic < f(&) alorsy, = 0.

— Sic =f(%) alorsy, = {&}.

— Sic > f(%) alors~, est un ellipsoide centré én

Démonstration : La matriceA étant diagonalisable, il existe une matriégla matrice des
vecteurs propres) orthogonale telle que

PTAP =D,

17 > >
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ouD = diag(\y, ..., \n) avec); > 0. On fait le changement de variable= x — % : cela donne PfODfiéti«‘S des
ormes
1 quadratiques
- - " T T
f@+y)=f&) +(A2-0) y+ 27 Ay, définies positives

et puisquedx = 0, on a

f&) =F@) + 3~ 8) A ~ ).

On fait maintenant le changement de variahle- &) = Pz, ce qui donne

fx) = f(@&)+=2"PTAPz,

2
o 1T
= f(.’)C) + §Z DZ,
1 n
= f@)+5) Nz
i=1
La surfacey, est donc définie par
1 n
YTe=1zeR" = )\iz? =c—f@&) ;. Sommaire
2 5=l Concepts
Notions
Sic — f(x) < 0 il est clair gqu’il n’y a pas de solution a I'équation
1 . Exemples
B} Z )\izi2 =c—f(&), Exercices
i=1 Documents
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<« précédent section A

puisque le second membre est toujours positifd Sif (%) la seule solution est= 0, c’est & dire Propriétés des
x = X. Sic > f(&) 'équation définit bien un ellipsoide, puisque lgssont positifs[] formes
guadratiques

Nous avons en fait démontré un résultat tres intéressant qui caractérise la valeur minimale geggies positives
parf(x) quandx parcourtR” :

Théoreme 1.2.5 SoitA une matrice symétrique x n définie positive eb ¢ R", et soitf la forme
gquadratique associée, définie par

f(x) = %xTAx —b'x.
Soitx le vecteur (unique) vérifialdx = b, alorsx réalise le minimum dg, c’est a dire
&) <f(x), Vx € R".

Ce résultat est une conséquence directe de la prop2éé

Sommaire
Concepts
Notions

Exemples
Exercices
Documents
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|.3 Rappels de calcul différentiel

Définition de la différentiabilité¢ . . . . . .. ... ... ..
Calcul de la dérivée premiére . . . . . . ... ......
Dérivée seconde . . . . . . . . ...

20
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Définition de la
DansR” on notex le vecteur colonne différentiabilité

X1

Xn

et la notation|.|| désignera, sauf indication du contraire, la norme euclidienne

noo\%
2
]| = (Z’%) :
k=1

Avant de donner la définition de la différentiabilité, il est important de rappeller celle cnta
nuité :

Définition 1.3.1 Soitf : R® — R™, on dit quef est continue au point € R” si pour tout réel
e > 0 il existen > 0 tel que

% —all <n=[fx) -fla)l <e

. . . & o . ’ . gty 7 Sommalre
Voici maintenant la définition de la différentiabilité : Concepts
Notions
Définition 1.3.2 Soitf : R® — R™ représentée dans la base canoniqueR¥é par le vecteur
f1(x) Exemples
x) = : ’ 1.3.8 Exercices
f< ) : ( ) Documents
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continue erz € R™. On dit quef est différentiable en s'il existe une application linéaire, notée  DEfinition de la
f'(a), telle que pour touk € R™ on ait différentiabilité

fla+h)=f(a)+f(a)h+ ||k ), (1.3.9)

ou¢(.) est une fonction continue en 0 vérifidnhy, . e(h) = 0. On appelle’(a) dérivée d¢ au
pointa.

La notationf’(a)h doit étre prise au seng™{a) appliquée ah". Cette notation devient assez
naturelle lorsque I'on représenféa) par sa matrice dans les bases canoniqueRtet R™,
comme le montre plus bas la propositioB.4.

Sommaire
Concepts
Notions

Exemples
Exercices
Documents
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Calcul de la

Exemples : Exercices : dérivée premiére
Exemple 1.3 Exercice 1.2

Exemple 1.2 Exercice 1.1
On peut d'ores et déja donner un résultat "pratique” permettant de calculer directement la dérivée
a partir du développemerit3.9) :

Proposition 1.3.3 Soitf : R” — R™ différentiable er, alors

a+th)—fla
t—0 t
Démonstration

La quantitéf’(a)h est appellée communémetterivée directionnell@ef au pointe dans la di-
rectionh. La proposition suivante fait le lien entre la matricefd@) et les dérivées partielles de
f au pointa :

.. . n M yiges . . Sommaire
Proposition 1.3.4 Soitf : R® — R™ différentiable erw, alors on peut représentgt(a) par Concepts
sa matrice dans les bases canoniqueRdect deR™ et on a Notions

i
F(@)ly = 5 -(a)
v 8xj Exemples
Exercices
, . Documents
Démonstration
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On appelle souverft (a) la matricejacobiennedef au pointa. Lorsquem = 1 on adopte une ~ Calculdela
notation et un nom particuliers : gradient est le vecteur not®¥f (a) et défini par dérivee premiere

f'(@)=Vf@)",

etona
fla+h)=Ff(a)+Vf(a) h+|h| eh).

Sommaire
Concepts
Notions

Exemples
Exercices
Documents
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Dérivée seconde

Exemples : Exercices :
Exemple 1.4 Exercice 1.4
Exercice 1.3

On se place maintenant dans le pas- 1, soitf : R" — R.

Définition 1.3.5 L’applicationf : R® — R est dite deux fois différentiable s'il existe une matrice
symétriqueV2f(a) telle que

fl@+h) =f(@)+ Vf(@) "h+h V3 (@)h + ||| e(h).

On appelleV2f(a) matrice hessienne gfeau pointa. Comme I'énonce le théoréme suivant (non
démontré), cette matrice s'obtient a partir des dérivées secongfes de

Théoreme 1.3.6 Soitf : R” — R une fonction deux fois différentiable en un painiSi on note
g(x) = Vf(x) alors la matrice hessienne est définie pétf (a) = g'(a), soit

2
[V2f(a)]~-: 870. Sommaire
. Ox; 0x; Concepts
Notions

Exemples
Exercices
Documents
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|.4 Notions sur la convexité

Définition de la convexité . . . . . . . . . .. ... ... ...
Fonctionsconvexes . . . . . . . . . . o e

Caractérisation de la convexité en termes du hessien
Caractérisation de la convexité en termes du gradient
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Définition de la
convexité

Exemples :
Exemple 1.5

La convexité est a la base une propriété géométrique, assez intuitive d’ailleurs, qui permet de
caracteériser certains objets. On voit assez bien ce qu’est un objet convexe dans un espace a deux ou
trois dimensions. Nous allons maintenant montrer comment cette propriété peut aussi s'appliquer

aux fonctions d&R” dansR.

objet convexe objet non convexe

o X X y
4
Sommaire
Concepts
Notions
Définition 1.4.1 Un ensembl& c R” est dit convexe si pour tout couple,y) € K2 etV \ €
[O’ 1] ona Exemples
M+ (1-NyekK. Exercices
Documents
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Cette définition peut s’interpréter en disant que le segment rediaty doit étre dansS. Elle se Définition de la
généralise de la fagon suivante : on dira qu'un vecjeest une combinaison convexe des points convexite
{x!,... 2’} siona
p .
Yy = Z )‘ixlv
i=1
P _
avec); > 0et) "\ =1
On peut citer quelques cas particulief®™ tout entier est un ensemble convexe, de méme qu’un
singleton{a}.
Propriété 1.4.2 Soit une famille{K;};—;._, d'ensembles convexes$t= ﬂleKi. Alors S est
convexe.
Sommaire
Concepts
Notions
Exemples
Exercices
Documents
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Fonctions
convexes
fonction convexe fonction non-convexe
X y X y
Définition 1.4.3 On dit qu’une fonctiorf : K — R, définie sur un ensemble conveke est
convexe si elle vérifie
V(x,y) € K, YA €[0,1], fux+ (1-A)y) < M) + (1= V().
On dira quef est strictementonvexe si .
Sommaire
Concepts
V(x,y) € Kza x £y, VA€]0,1], f(Ax+(1—A)y) <M (x)+ (1 - Nf (). Notions
Lorsquen = 1 cette définition s'interpréte bien géométriquement : le graphe de la fonction est
toujours en dessous du segment reliant les péini§x)) et (v,f(y))- Exemples
Exercices
Documents
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Corollaire 1.4.4 On définit pour(x,y) € K2, ouK est un ensemble convexe, la fonction Fonctions
[0,1] — R par convexes

p(t) =f(tx+ (1 —12)y).
Alors on a I'équivalence

©(t) convexe sufo0, 1], V(x,y) € K2 < f convexe suk.

Démonstration

Sommaire
Concepts
Notions

Exemples
Exercices
Documents
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Caractérisation
Exemples : de la convexité en
E le 1.6 termes du
xempie 1. hessien
Dansle casofi : K ¢ R — R on a le résultat suivant :
Propriété 1.4.5 Sif : R — R est 2 fois continlment dérivable sifrconvexe alorg est convexe
si et seulement gi’(x) > 0,Vx € K et strictement convexe si et seulemeift'éc) > 0,vx € K
(sauf éventuellement en des points isolés).
Ce résultat se généralise pour> 1 : le résultat suivant fait le lien entre le hessien et la propriété
de convexité :
Théoreme 1.4.6 Soitf : K ¢ R" — R une fonction deux fois différentiable, alofsest
convexe si et seulement€?f(x) > 0, Vx € K, et strictement convexe si et seulement si
V2f(x) >0, Vx € K.
Démonstration
Le corrolaire suivant est immédiat :
Sommaire
Propriété 1.4.7 Soitf une forme quadratique définie par Concepts
1 Notions
flx)= ixTAx —b'x,
alorsf est convexe si et seulemenfisk> 0, et strictement convexe si et seulemer si 0. Exemples
Exercices
Cela provient du fait qu&2f(x) = A (voir I'exemple 1.4). Documents
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Caractérisation
Dans le cas ou la fonctighn’est supposée qu’une fois différentiable, on a le résultat suivant :  de la convexité en
termes du
Théoreme 1.4.8 Soitf : K ¢ R™ — R une fonction une fois différentiable, algfsst convexe si gradient
et seulement si
f) > fx) + VFx) " (y —2), ¥(x,) € K.
La fonctionf est strictement convexe si et seulement si
f@) > fx) + Vi) (v —x), Vx,y) eK? x #y.
On voit bien linterprétation géométrique de ce dernier resultat quard 1 : le graphe d’'une
fonction convex¢g se trouve toujours au-dessus de la tangente en un point donné.
Sommaire
Concepts
Notions
Exemples
Exercices
Documents
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|.5 Résultats d’existence et d’unicité

Théoremes généraux d’'existence . . . . . . .. . ... ... ... ..... 34
UNiCIté . . . . . e e 36

Sommaire
Concepts
Notions

Exemples
Exercices
Documents
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Théoremes
Considérons notre probléme d’optimisatioh.1 introduit au début du cours, que I'on écrira pour généraux
I'occasion un peu différemment, en mettant les contraintes sous la form#é c R" : d'existence
minf(x). (1.5.10)
xeK
Nous allons donner deux résultats tres généraux d’existence d’une solution au prddehde (
Auparavant nous avons besoin de la définition d’'un ensemble compact :
Définition 1.5.1 Un ensembl& C R" est dit compact si, de toute suife, }, olx;, € K, V&, on
peut extraire une sous-suite convergente.
Nous donnons le théoréme suivant sans démonstration :
Théoreme 1.5.2 Un ensembl& C R™ est compact si et seulement si il est fermé et borné.
DansRR, les intervalles fermés du tyge, b] (ou des reunions de tels intervalles) sont compacts.
La notion de fermeture signifie qu'une sufte, }, oux;, € K, Vk, doit converger vers une limite
x € K. Pour illustrer sur un exemple qu’un intervalle ouvert d&nse peut pas étre compact, on
peut considérer I'exemple suivant.
itK =]0,1] et i =1 n a bi K maisli = K.
Soit 10, 1] et la suitex;, /k, on a bieng, € aislimg_,., =0 ¢ S
Voici maintenant deux résultats d’existence, dont les démonstrations peuvent étre consultées dz C,\?Qggﬁés
les documents.
Théoreme 1.5.3 Sif : K € R" — R est continue et si de plu§ est un ensemble compact, alors
I bléme (5.10 admet une solution optimakec K, qui vérifie donc Exemples
= e e~ P q Exercices
f(f&) < f(x), vx € K. Documents
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Le second résultat est moins général car il consideére le cas partEuteR" : Théoremes
généraux
Théoreme 1.5.4 Soitf : R" — R une fonction continue sik”™. Si d'existence
lim f(x) = o,
llc[| =00
alors (1.5.10 admet une solution optimake
Démonstration
Sommaire
Concepts
Notions
Exemples
Exercices
Documents
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Unicité
L'unicité résulte en général de propriétés de convexité (@iedeK).
Théoreme 1.5.5 Soitf : K € R" — R strictement convexe s convexe. Le minimum gfe
surK, s'il existe, est unique.
Démonstration : Soit donct € K tel quef(x) < f(x), Vx € K. Supposons qu'il exist¢ # &
tel quef(y) < f(x), vx € K. Formons poun €]0, 1] le vecteur
u=XM+(1-Mzx.
D’apres la stricte convexité gfeet puisque nécessaireméitf) = f(x) on a
fu) < M@+ 1A -Nf&) =f&),
ce qui contredit le fait qué soit un minimum. On a done = y. O
Sommaire
Concepts
Notions
Exemples
Exercices
Documents
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|.6 Conditions nécessaires d’optimalité (sans contrainte)

Conditions nécessaires . . . . . . . .
Conditions nécessaires et suffisantes

37
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Conditions
On va maintenant regarder de plus prés le cak et R”, c’est a dire le probléme sans contraintes necessaires
(P). Dans le cas ofi est différentiable, on a le résultat suivant :
Théoreme 1.6.1 Soitf : R" — R différentiable eft vérifiant
f&) <f(x), vx e R",
alors on a nécessairement
Vf(x) = 0.
Démonstration
Sommaire
Concepts
Notions
Exemples
Exercices
Documents
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Conditions

La condition de gradient nul devient suffisante dans le cgSesl convexe : nécessaires et
suffisantes

Théoreme 1.6.2 Soitf : R® — R convexe et différentiable. Sivérifie

Vf(&) =0,

alors on af (%) < f(x), vx € R".

Démonstration

Lorsque la fonction n’est pas convexe, on ne peut donner qu’une condition nécessaire et suffisante
d’optimalité locale. On désignera par minimum local (que I'on oppose au minimum global) un
vecteur vérifiant les conditions suivantes :

Définition 1.6.3 On appellerax* minimum local d¢, s'il existed > 0 tel que
f&") <f(x), Vx, fx —x%|| < 6.
Dans le cas ofi est deux fois différentiable on peut alors donner le résultat suivant :

Théoreme 1.6.4 Soitf : R" — R deux fois différentiable. Si .
Sommaire

Concepts

V') =0, otions
{ V) >0, Nt

alorsx* est un minimum local dé
i ) Exemples
Démonstration Exercices

Documents
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Exemples du chapitre |

1.1 Courbes de niveau d’'une forme quadratique dans RZ .. ...... 41

1.2 Gradient d'une fonction quadratique . . . . . .. ... ... ..... 43

1.3 Dérivée d'une fonction affine . . . . . .. ... ... ... ... ... 44

1.4 Matrice hessienne d’'une fonction quadratique . . . .. .. .. ... 45

1.5 Combinaison convexe de pointsdansleplan . . . . ... ... ... 46

1.6 Convexité d’'une fonction quadratique . . . .. ... ... ... ... 47
Sommaire
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Notions

Exemples
Exercices
Documents
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Exemple 1.1
On considere la fonctiofi(x) = 1x"Ax — b x 0uA est une matrice symétriquex 2 définie = Courbes de niveau
positive. On noteP la matrice des vecteurs propres)gt > Ao > 0 les deux valeurs propres. ddtl_‘”e f(()jrme
Notonsi la solution du systéme linéaisgk = b. On a montré que les courbes iso-valeurs sont quadratique "’]‘Igg
définies par I'équation
1 N
§(>\12% +Ag23) = ¢ — f(&),
ou on a effectué le changement de variable P(x — ). Si on ac — f(%), I'’équation ci-dessus
définit une ellipse dans le repéeg, z2), dont I'équation “canonique” est donnée par
212 222
<1 =1
a + b ’
avec
_ 2 f®) 20— f(F))
a=\——7= b=/ ——=.
A1 A2
On sait que I'on peut décrire cette ellipse par la courbe paramétrigue < [0, 27] avec
acost
z(t) = . ,
2 < bsint ) Sommaire
Concepts
donc I'équation paramétrique de la countfe) dans le repére original est Notions
acost
=x+P ) .
) = ( bsint > Exemples
Exercices
Documents
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Exemple 1.1
1016 Courbes de niveau
d’une forme
810 | guadratique dans

]RZ

6.03

Lancer la simulation

3.97

1.90

-0.16 T T T T T T T
-431  -248  -0.65 117 3.00 4.83 6.65 848 10.31

Retour au grain

Sommaire
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Notions
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Exercices
Documents
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Exemple 1.2
On considére la fonctiofi(x) = sx"Ax — b"x 0UA est une matrice carrée symétrique n. On Gfadie?t d'une
onction
a
guadratique
1 1
flx+th) = §xTAx + §t2hTAh +tx"Ah + b (x + th),
1
= flx)+tx"A—b"h+ §zsthAh,
on adonc - "
flet t) —1®) _ ax—b)Th+ 5th AR,
Puisquéim; o 3th "Ah = 0, on a doncVf (x) = Ax — b.
Retour au grain
Sommaire
Concepts
Notions
Exemples
Exercices
Documents
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Exemple 1.3
On considére la fonctiof(x) = Cx+d ouC est une matricer xn. On af (x+h) = Cx+Ch+d = Dérivee d'une
f(x) + Ch. Doncf’(x) = C, Vx € R". On notera qu’icf est différentiable pour tout € R", ce fonction affine
qui n’est pas forcément le cas quahdst quelconque.

Retour au grain
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Exemple 1.4
n x n. Lexemple précédent nous a donW§(x) = Ax — b. Puisque la matrice hessienne est la Matrice hessienne
dérivée du gradient on a doREf (x) = A. d'une fonction

guadratique
Retour au grain
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157
1.03 4
0.49 -
Lancer la simulation

-0.05

-0.59

o

-1.13

-1.87 -1.10

Considérons un ensemble de points du kel . . ., %P }. La simulation qui est proposée ici permet
de générer aléatoirement un trés grand nombre de points de la forme

en tirant aléatoirement les coefficiedts; };—; , suivant une loi uniforme sy, 1], renormalisés
en les divisant par leur somme, de facon a ce que I'on ait tou@@fi':s1 A; = 1. Le polygone
“limite” contenant tous les points générés s'appeliavVeloppe convexeles pointsx!, ... xP}.

Retour au grain
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Exemple 1.6
On consideére la fonctiofi(x) = %xTAx — b'x 0UA est une matrice carrée symétrique. Puisque Convexité d'une
V2f(x) = A (voir 'exemple précédent); est convexe si et seulement4i > 0, strictement fonction
convexe lorsqud > 0

guadratique

Retour au grain
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Exercices du chapitre |

.1 Calcul d'une dérivée composée . . . . . . . . ... ... ... ... 49
1.2 Calcul du gradient d’'une fonction quadratique . . . ... ... ... 50
1.3 Calcul d’'une dérivée seconde composée . . . . . . ... .. .... 51
1.4 Calcul du hessien d’'une fonction quadratique . . . . . . ... .. .. 52
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Notions

Exemples
Exercices
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Exercice I.1

Soitf : R" — R définie par ek : R — R”. On définit la fonction réellg(t) = f(x(¢)). Calculer ~ Calcul d'une
g'@). dérivée composée

Retour au grain

Sommaire
Concepts
Notions

Exemples
Exercices
Documents
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Exercice 1.2
On considére la fonctiofix) = 3x'Ax — b"x 0UA est une matrica x n. Montrer que 'on a Calcul du gradient
d’une fonction

1 guadratique

Vf(x) = 5(A +AT)x —b.

Retour au grain

Sommaire
Concepts
Notions

Exemples
Exercices
Documents

50



<« précédent section A suivant »

Soitf : R* — R définie par ex : R — R”". On définit la fonction réellg(¢) = f(x(¢)). Calculer

g (¢) dans le cas om(t) = (u+tv) ouu etv sont deux vecteurs d@", puis pourc(¢) quelconque.

Retour au grain
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Calcul d’'une
dérivée seconde
composée

Sommaire
Concepts
Notions

Exemples
Exercices
Documents



<« précédent section A

Exercice 1.4
On considére la fonctiofix) = 3x'Ax — b"x 0UA est une matrica x n. Montrer que 'on a Calcul du hessien
d’une fonction

1 guadratique

V2f(x) = G +AT).

Retour au grain
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Chapitre |l
Les méthodes de gradient

.1 Lesméthodesdedescente . . . . . . . . . . . . i 54
1.2 Lesméthodes de gradient . . . . . . . . .. . . . ... 57
Exemples du chapitre 1. . . . . . . . . 61 .
Sommaire
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Documents
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1.1 Les méthodes de descente

Principe des méthodes dedescente . . . . . . ... ... ... ....... 55

Sommaire
Concepts
Notions

Exemples

Documents
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Définition Il.1.1 Soitf : R* — R. On dira qu’un vecteur! est une direction de descente:en
s'il existet > 0 tel que
flx+1td) < f(x), t €]0,%].

Le principe d’'une méthode de descente consiste a faire les itérations suivantes
Xpy1 = X + tdy, tp > 0, (1.1.1)

tout en assurant la propriété
f@ry1) <flag).

Le vecteurd,, est la direction de descente n Le scalaire;, est appelé Ipasde la méthode a
I'itération £. On peut caractériser les directions de descenig @l’aide du gradient :

Proposition 11.1.2 Soitd € R" vérifiant
Vf(x)'d <0,

alorsd est une direction de descentexen

Démonstration

Dans la méthoddl(1.1) le choix det;, est lié & la fonction

p(t) = f(xg +tdy),

en particulier, une facon de choisjrpeut étre de résoudre le probléme d’optimisation (& une seule

variable)

ino(t).
rgg@()
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Le pasf;, obtenu ainsi s’appelle le pas optimal. La fonctioit) = f(x;, +td;, ) étant différentiable, Principe des
on a alors nécessairement met:lodes dte
2 2 escente

¢ () = VI (xp, + tpdy) "dp = 0.

Sommaire
Concepts
Notions

Exemples
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1I.2 Les méthodes de gradient

Principe des méthodes de gradient . . . . . .. . ... ... ........ 58
La méthode du gradienta pasoptimal . . . . . . ... .. ... ....... 59
Calcul du pas optimal dans le cas quadratique . . . . . ... .. ...... 60
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Principe des
Exemples : méthodes de
Exemple 1.1 el
On cherche a déterminer la direction de descente qui fait déctg(tie= f(x + ¢d) le plus vite
possible (au moins localement). Pour cela on va essayer de minimiser la dériy&e da0. On
a
¢'(0) = Vf(x)'d,
et on cherchel solution du probleme
min  ¢'(0).
deR" ||d||=1
La solution est bien sir
d__ Vi)
IVFE)Il”
en vertu de l'inégalité de Schwartz.
Il y a ensuite de nombreuses facon d'utiliser cette direction de descente. On peut par exemp
utiliser un pas fixé a prioti, = p > 0, Vk.
Sommaire
On obtient alors la méthode du gradient simple : Concepts
Notions
{ d, = —Vf(x),
Xpy1 = X+ pdp.
. . ; o . 3 . Exemples
Sous certaines hypothéses de régulafigex fois différentiable) cette méthode converge ast
choisi assez petit. Documents
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La méthode du gradient a pas optimal consiste a faire les itérations suivantes

{ dp —Vf(az),
Xp+1 = xk+tkdk,

out;, est choisi de maniére a ce que

f(xk + tkdk) < f(xk + tdk), vt > 0.

Cette méthode possede une propriété interessante :

La méthode du
gradient a pas
optimal

(1.2.2)

(1.2.3)

Proposition I1.2.1 Soitf : R® — R une fonction différentiable. Les directions de desceljte

générées par la méthodB.R.2)-(11.2.3) vérifient

dj,_ 1dy, = 0.

Démonstration

59
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Calcul du pas
optimal dans le

Exemples : cas quadratique

Exemple 1.2

On af(x) = sx Ax — b'x avecA > 0 et on notep(t) = f(x;, + tdy). Le pas optimat;, est
caractérisé par
¢'(tr) =0,
on adonc
Vf (xp + tydy) ' dp, = (A(xg, + tpdy) — b) 'dy, = 0,
soit
(Vf(xz) + tpAdy) " dy, = 0,

on obtient donc

b Vf(x) g
dZAdk
qui est bien positif ca¢l;, est une direction de descente:l%’ﬂdk > 0 (carA > 0).
a . R . v r o . Sommaire
La méthode du gradient a pas optimal peut donc s’écrire (dans le cas quadratique) Concepts
Notions
dk = b —Axk,
d/d
t, = —f— 11.2.4
k d] Ady,’ ( ) Exemples
Xpi1 = Xp+Lpdp.
Documents
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Exemples du chapitre Il

1.1
1.2

Méthode du gradient simple dans le cas quadratique . . ... . ..
Méthode du gradient a pas optimal dans le cas quadratique

61
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Exemple 1.1
Dans le cas ofi(x) = 32" Ax — b'x la méthode du gradient simple peut s'écrire Méthode du
gradient simple
d. = b_Ax dans le cas
{ k k> (11.2.5) quadratique
Xpy1 = X+ pdp,
oup > 0 est fixé a priori. Il existe bien sOr des conditions gysour que la méthode converge.
Nous illustrons ici le fonctionnement de la méthode dans lexcas2 sur une petite simulation.
11
74
34
Lancer la simulation
ad
-5
-9
-13.2 15.2
Sommaire
Concepts
Notions
Retour au grain
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Dans le cas ofi(x) = %xTAx — b x la méthode du gradient & pas optimal peut s’écrire

dk = b —Axk,
dld
_ k

Xpp1 = Xp + Uy,

Nous illustrons ici le fonctionnement de la méthode dans lexcas2 sur une petite simulation.

6.13

511 -
4,09
Lancer la simulation

3.06

2.04

1.02 T T T T
-1.74 -0.30 115 260 4.05 5.50

Retour au grain
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Chapitre Il
La methode du gradient conjugué

.1 Introduction . . . . . . . . . e e e e e e 65
1.2 La méthode du gradientconjugué . . . . . . . . . . . . . .. ... 71
1.3 Interprétation de la méthode du gradient conjugué . . . . . . ... ... ....... 76 .
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Directions conjuguées
Lemme fondamental
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Directions
Définition 111.1.1 SoitA une matrice symétrigue x n, définie positive. On dit que deux vecteurs conjuguées
x ety deR” sontA—conjugués (ou conjugués par rapporfd s'il vérifient
x"Ay = 0. (111.1.2)
La matriceA étant définie positive, la forme bilinéaitgx,y) = x Ay définit un produit sca-
laire et la relation|{l.1.1) traduit I'orthogonalité des vecteussety pour ce produit scalaire. La
démonstration du théoreme suivant est laissée en exercice.
Théoreme I11.1.2 Si{dy,d1,...,d;} sont des directiond —conjuguées deux & deux, soit
d/Ad, =0, Vij, i<j<k,
alors elles sont linéairement indépendantes.
Considérons maintenant daR® une méthode de descente appliquée a la minimisation d’une
forme quadratique définie positiyéx) = 3x Ax — b x
x1 = x0+ podo,
_ Sommaire
¥g = X1+ pidy, Concepts
o . . . . . Noti
avecd etd; deux direction$\ —conjuguées et et p; déterminés de fagcon optimale. On a donc oHons
les relations suivantes :
Vf(x1)'do = (Ax1 —b)'dy = O,
Vf(x9)"d1 = (Axg —b)'d; = 0, Documents
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carp et p; sont optimaux. Montrons que I'on a de plus Directions
conjuguées

Vf(xz) do = 0.
Ona
Vi) 'do = (Axg —b)'do=(Ax1+ p1d1) —b)'do,

= (Ax1 — b)"do + p1d] Ado,
— 0.

PuisqueVf(xe) 'dg = VF(xe) d1 = 0 etdy,d; linéairement indépendants, oV (xg) = 0,
x9 réalise donc le minimum cbésur]R2. La relation de conjugaison permet donc a la méthode de
descente de converger en deux itérations (dans le cas-08).

Définition 111.1.3 Soit{dg,d1,...,d,} une famille de vecteud —conjugués. On appelle alors
méthode de directions conjuguées la méthode

{ X0 donné

Xpy1 = X+ prde, pp optimal
; X . A Sommaire
On va maintenant montrer la propriété vérifiée paue= 2, a savoirx, = x ou x réalise le Concepts
minimum def (x) = 3x"Ax — b 'x, est valable pour tout. Notions
Documents
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On se donne priori une famille{dy,d1, . ..,dn} de directions conjuguées et on note

Ek = VeCt(d(),dl, coc adk—l)a

le sous-espace vectoriel engendré par les vectkuts, , . . . ,dy_1. Par construction, l'algorithme
de directions conjugué
{ Gl . (111.1.2)
Xpy1 = Xp + ppdy, ppoptimal

construit itérativement un vectewy vérifiant
xp, € x0 + Ey,.
\oici 'énoncé du lemme fondamental :

Lemme Ill.1.4 Le vecteurx; défini par I'algorithme (11.1.2) réalise le minimum d¢(x) =
1xTAx — bTx surle sous espa E,, cestadi E
3 pacg) + kg, c'estadirex; € xg + £, et

flxg) <f(x), Vx€xo+Ep.
Pour la démonstration de ce lemme nous aurons besoin du théoreme suivant :

Théoreme I11.1.5 Une condition nécessaire et suffisante pour gue E;, + x( réalise le mini-
mum def(x) = x " Ax — b x sur le sous espace + Ej, est

Vf(x)'d; =0, Vi=0,...,k—1.
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Démonstration : Condition nécéssaire : supposons @@e,) < f(x), Vx € xg + E;. Ona Lemme
donc pour tout € R, fondamental
fxp) <fl(xp +td), Vd € Ep,.

On a donc soit
(F(xg +td) —f(x))/t > 0, sit >0,

soit
(f(xp +td) — f(x))/t <0, sit <O.
Si I'on fait tendret vers zéro, on en conclut que
Vi(x)'d =0, Vd € Ey,

donc en particulieVf(xz)'d; = 0,Vi = 0,...,k — 1. On admettra que la condition est
suffisantd 1]

Démonstration du lemme fondamental : Pbue 1 on a

x1 = %0 + podo,

avecpg optimal, c’est a dir&/f(x1) "dy = 0. Puisquel € E; la propriété est donc vérifiée pour
k = 1. Supposons maintenant que la propriété est vérifiée a I'érdre

Sommaire
Tg. _ 5 _ Concepts
Vf(xg) d; =0, Yi=0,...,k—1. N
D’une partp, est optimal don&/f (x;,1) 'd;, = 0. D’autre part on a poud < i < k
Viri1)'di = (Alxg + ppdp) —b)'d;,
= (Ax —b)'d; + ppdj, Ad;
Documents
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car py, est optimal eti,;rAdi = 0 (conjugaison). On a donc o Lemmle
ondamenta

vf(xk+1)Tdi7 Vi=0,... 7ka

ce qui démontre le lemme fondamerital.

Un corollaire direct est donc que la méthode de directions conjuguées convergetgtions au
plus, puisque®,,_1 = R".
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111.2 La méthode du gradient conjugué

Algorithme de la méthode du gradient conjugué . . . . ... ... ..... 72
La méthode du gradient conjugué dans le cas général . . . .. ... ... 74
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Algorithme de la
L'idée de la méthode est de construire itérativement des direefigns. , d;, muutellement conju- méthode du

guées. A chaque étagela directiond;, est obtenue comme combinaison linéaire du gradient en gradient
x;, et de la direction précédenth,_q, les coefficients étant choisis de telle maniére dyesoit conjugue
conjuguée avec toutes les directions précédentes. Si l'orgpoteVf (x; ), I'algorithme prend la
forme suivante
On se donne et on posely = —gp.
Xpi1 = Xp+ ppdp, avec (1.2.3)
o
8, dp,
— __SRTR I.2.4
& dy TAd, (-2.4)
dk+1 = —8p+1+ Brdy,, avec (111.2.5)
B, = M (111.2.6)
k d, TAdy, <
Notons d’'une part que la formuldi(2.4) définit bien le pas optimal : en effet on a bien
T el T _
Vf(xpy1) dp =8 dr + prd Ady, = 0. S
On va maintenant montrer que I'algorithme ci-dessus définit bien une méthode de directions conijt Cﬁgggﬁf
guées.
Documents
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Théoreme I11.2.1 A une itérationk quelconque de I'algorithme ou I'optimum n’est pas encore  Algorithme de la

atteint, c’est a dirgg;, # 0,0n a: méthode du
gradient
- L
81 8k conjugué
= —— .2.7
g, 18ri1 —8&r)
B o (111.2.8)
8, 8k
8 18k 41
: A (111.2.9)
81,8k

et les directionsly, . . . ,dy 1 sont mutuellement conjuguees.
Démonstration

Sommaire
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La méthode du
La méthode de Fletcher et Reeves est une extension directe de la méthode du Gradient conjugué  gradient
pour les fonction quelconques. Appliquée a une fonction quadratique, elle se comporte confipfugue da,”s, le
cette derniére : cas général

On se donne et on posely = —Vf(xp).

Xpi1 = Xp+ ppdp, avecp, optimal (11.2.10)
dpr1 = —Vf(xpy1) + Brdy, avec (111.2.12)
v 2
g = I (I1.2.12)
IVF () |

Cette méthode est intéressante car elle ne nécéssite pas de stocker une matrice (contrairement aux
méthodes qui seront vues dans les chapitres suivants). Sa vitesse de convergence est tres supérieure
a celle de la méthode du gradient (ce point sera clarifié pour le cas quadratique dans le grain
suivant).

La variante dite de Polak-Ribiére consiste a défiipar la formule (1.2.8). On peut démontrer

la convergence de la méthode de Fletcher-Reeves pour une classe assez large de foretions S
qu'on ne peut pas faire pour la variante de Polak-Ribiere. Par contre on peut montrer que cetl  cqncanis
derniére converge plus rapidement (quand elle converge effectivement!), c’est donc la méthoc  Notions

qui est utilisée en général.

L'efficacité de la méthode du gradient conjugué repose essentiellement sur deux points :
— La recherche linéaire (détermination du pas optimal) doit étre exacte,

. . . . ~ P Documents
— Les relations de conjugaison doivent étre précises.
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La recherche du pas optimal doit étre réalisée a I'aide d’un algorithme spécifique (c’est I'objet du-a2 méthode du

prochain chapitre) puisquéest quelconque. Par contre la notion de conjugaison n'a pas de sens . dradient
dans le cas non-quadratique (sauf prés de I'optimum, mais on ne le connait pas. Il faut donc tQapgue dans le
au cours des itérations si I'hypothése d’approximation quadratique est vérifiée. On peut surveiller cas genéral
les indicateurs suivants
— |Vf(xp41) T Vf(x3)| doit étre petit
— On doit avoir
Vf(ka)Tdkﬂ o
IV @p )l dpiall =
avecO0 < a < 0 pas trop petit, c’est a dire qu#,  ; doit étre une direction de descente
«raisonnable».
Dans le cas ou ces conditions ne sont pas veérifiées, on rompt la conjugaison et on redémarre I'al-
gorithme aveel, 1 = —Vf(xp,1). On peut aussi décider de faire ce redémarrage arbitrairement
toutes leg itérations p fixé de I'ordre den par exemple).
Sommaire
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[11.3 Interprétation de la méthode du gradient conjugué

Interprétation de la méthode du gradient conjugué . . . . . . ... ... .. 77
Convergence de la méthode du gradient conjugué . . . . . ... ... ... 79
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Interprétation de

Définition 111.3.1 On appellekiéme sous-espace de Krylov associé & la matficet au vecteur la methode du

2o le sous espace gradient
Ky, = Vect(go, Ago. . .., AF1gg). conugas
Par construction, dans la méthode du gradient conjugué appliqué au cas quadratiqhg, en a
Kp, comme le montre le résultat suivant :
Proposition 111.3.2 Dans la méthode du gradient conjugué on a
Ek = VeCt(dOa dla cee 7dk—1) = VeCt(g07AgO> s 7Ak_1g0)'
Démonstration
Comme dans le cas de l'algorithme du gradient a pas optimal, nous choisissons maintenant de
mesurer la distance séparaptdu vecteust = A~15 a I'aide de la fonction définie par
E _ a2 A \TA(x — %
() = [lx — &3 = (x — %) Alx —%).
Minimiser E(x) est équivalent & minimis¢fi(x) = 1x"Ax — b"x comme le montre la proposition Sommaire
suivante (a démontrer en exercice) Concepts
Notions
Proposition I11.3.3 Soitf(x) = %xTAx — b'x une forme quadratique définie positiveiet=
A-1b.Ona
E(x) = (x—2) A(x —%) = f(x) +¢,
Documents

ouc est une constante.
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On va maintenant illustrer d’un autre point de vue la convergence particuliére de I'algorithme doferprétation de

gradient conjugué. Tout vecteurx + E;, s’écrit la méthode du
gradient
P—1 conjugué
x=x0+ Y A8,
Jj=0

et commegy = Axg — b = A(xg — &) on a donc

x-%=2x Z A (xg — %) = p(A) (o — ),
j=0
ou le polynéme
=1
pe) =1+ e/t
=0

est de degré et satisfaip(0) = 1. Puisque le vectew, obtenu a I'étapé de I'algorithme du
gradient conjugué vérifie
f(xg) <f(x), V€ Ep+xo,

i 3 ; . L Sommaire
on a, en vertu du résultat démontré dans la proposition précédente, Concepts
5 5 Notions
E(xp,) = |l — &[5 < |lp(A)(xo —%)|3 ,
pour tout polynome € P, vérifiantp(0) = 1.
Documents
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Convergence de
Le résultat suivant va nous permettre de retrouver d’une autre maniére la propriété de convergendg méthode du

finie de I'algorithme du GC :

Proposition 111.3.4 SoitA une matrice définie positive g} le vecteur obtenu a I'étapk de
l'algorithme du GC. Alors on a

E <E i 2
(xz,) < (x(’)pepff%): 122%)10(2)

Démonstration

On a le corollaire suivant, qui permet d’exhiber le polyn6me optjpta) pourk = n :

Théoreme I11.3.5 SoitA une matrice définie positive. L'algorithme du GC converge: éte-
rations au plus. Plus précisément, si la matriégpossedek < n valeurs propres distinctes,
alors L'algorithme du GC converge énitérations au plus.

Démonstration

La méthode du gradient conjugué étant en général utilisée comme une méthode itérative, il e
intéressant de la comparer a la méthode du gradient a pas optimal. Le résultat suivant sera admis
démonstration repose sur la détermination d’un polynéme partigultersolution d’'un probleme

de moindre carrés).

Théoreme 111.3.6 SoitA une matrice définie positive et le vecteur obtenu a I'étapk de I'al-

79 > >
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gorithme du GC. Alors on a Convergence de
la méthode du
2k gradient
A)—1 -
E(x;,) < 4E(xo) x(4) ’ conjugué
Vx(4) +1
ou on a noté((A) = A\, /A1 le conditionnement d& pour la norme euclidienne.
Pour I'algorithme du gradient a pas optimal on avait
2k
x(A) — 1)
E(xp) <E(xg) | =—F——— )
(o) < Bleo) (X351
on voit donc que pour une méme matridela méthode du gradient conjugué convergera plus
rapidement. Cependant cette estimation peut étre trés pessimiste car dans le cas ou les valeurs
propres sont groupées autour de valeurs distinctes, on peut étre trés proche du cas ou certaines
valeurs propres sont multiples (et ou le nombre théorique d'itérations est inférigutoat en
ayant un mauvais conditionnement.
Sommaire
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Chapitre IV
Méthodes de recherche linéaire

IV.1  introduction . . . . . . . . . e e e 82
IV.2 Caractérisation de l'intervalle de sécurité . . . . . . . . . . . . .. .. .. . ..... 85
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IV.1 introduction

But de larecherche linéaire . . . . . . . . . . . . . ... ... 83
Intervalle de sécurité . . . . . . . . . ... e 84
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But de la
On a vu que dans le cas non-quadratique les méthodes de descente : recherche linéaire
X1 =X + gy, tp > 0,
nécéssitent la recherche d’une valeu¢gde- 0, optimale ou non, vérfiant
f(xp +trdy) < f(xz).
On définit comme précedemment la fonctip(t) = f(x;, + td;). Rappellons que i est diffé-
rentiable, le pas optimdlpeut étre caractérisé par
d@) = 0, )
e(t) < (), pourd <t <t,
autrement ditf est un minimum local de qui assure de plus la décroissancefdEn fait, dans
la plupart des algorithmes d’optimisation modernes, on ne fait jamais de recherche linéaire exacte,
car trouvert signifie qu'il va falloir calculer un grand nombre de fois la fonctipnet cela peut
étre dissuasif du point de vue du temps de calcul. En pratique, on recherche plutot une valeur de
qui assure une décroissance suffisantg. d&ela conduit a la notion d’intervalle de sécurité.
Sommaire
Concepts
Notions
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Définition IV.1.1 On dit que[a, b] est un intervalle de sécurité s'il permet de classer les valeurs
det de la fagon suivante :

— Sit < a alorst est considéré trop petit,

— Sib >t > a alorst est satisfaisant,

— Sit > b alorst est considéreé trop grand.

Le probléme est de traduire de facon numériqueyslas trois conditions précédentes, ainsi que
de trouver un algorithme permettant de détermimeat b. L'idée est de partir d'un intervalle
suffisament grand pour conteifir, b, et d’appliquer un bonne stratégie pour itérativement réduire
cetintervalle.

Algorithme de base

Initialement, on part dév, 5] contenanf = [a, b], par exemple en prenant = 0 et g3 tel que
©(B) > »(0) (une telle valeur deg existe avec un minimum d’hypothéses, par exenfipteer-
cive). On fait ensuite les itérations suivantes :

1. On choisitt dans l'intervallefa, 3].

2. Sit est trop petit on prend = ¢ et on retourne en 1.

3. Sit est trop grand on preng = ¢ et on retourne en 1.

4. Sit convient on s'arréte.
Il faut maintenant préciser quelles sont les relationssgui vont nous permettre de caractériser

les valeurs de convenables, ainsi que les techniques utilisées pour réduire I'intervalle (fidint n
ci-dessus).

84
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V.2 Caractérisation de l'intervalle de sécurité

Laregle ArmMijo . . . . . . . .
Lareglede Goldstein . . . . . . . .. .. ..
LarégledeWolfe . . . . . . . . . .
Réduction de l'intervalle . . . . . ... ... ... ... ... ... .....
Réduction de lintervalle par interpolation cubique . . . . . ... ... ...
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La régle d’Armijo
Dans la regle d’Armijo on prend = 0, un réel0 < m < 1. Laregle est la suivante :

.. Sommaire
Régle d’Armijo Concepts
— Sip(t) < ¢(0) + my'(0)t, alorst convient. Notions
— Sip(t) > ¢(0) + my'(0)t, alorst est trop grand.
On peut noter que I'on a
©(0) = flxx),
Documents

¢'0) = Vf(x) dp.
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Puisquex = 0, ¢ n’est jamais considéré trop petit, c’est pourquoi la régle d’Armijo est peu utili
seule

Sommaire
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La regle de
En ajoutant une deuxiéme inégalité a la régle d’Armijo on obtient la régle de Goldsteis; el Goldstein
mg sont deux constantes veérifiahit< m1 < mg :
Sommaire
©'(0) may’(0) Concepts
Notions

Régle de Goldstein

— Sip(t) < ¢(0) + may!(0)t, alorst est trop petit.

— Sip(t) > ¢(0) + m1¢'(0)t, alorst est trop grand.

— sip(0) + m1¢'(0)t > ¢(t) > ¢(0) + mgy'(0)¢, alorst convient

Le choix demg doit étre tel que dans le cas quadratique, le pas optimal appartienne a l'intervalle Pocuments
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de sécurité (c’'est bien la moindre des choses). Dans le cas quadratique on a La félléﬂe de
Goldstein

1
o(t) = §alt2 +¢'(0)t +¢(0), a >0,
et le pas optimal vérifie ¢’ (£) = 0, soitz = —¢'(0)/a. On a donc (exercice)

o) = ¢+ 2%

Donc? sera considéré comme satisfaisansi > % Des valeurs typigues utilisées dans la pra-
tique sontn; = 0.1 etmg = 0.7

Théoreme IV.2.1 Soitf : R® — R coercive, c’est a dir¢ continue et
lzme”_,OOf(x) = 400.

Soit I'algorithme de gradient
Xk41 = Uk — PE8ks
ougy, = Vf(xz) ou a chaque itération le pgs, satisfait a la regle de Goldstein

Sommaire
©(0) +ma¢'(0)pr < @(pr) < ¢(0) +m1¢'(0)pp, Concepts
) . z . Notions
ouy(p) = f(xp — pgy) €t0 < my < mg < 1. Alors la suitex;, est bornée, la suitf(x;) est
décroissante et convergente, et le vecgguvérifie
lim g || = 0.
k—o0
Documents
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La regle de Wolfe

La régle de Wolfe fait appel au calcul ¢é(¢), elle est donc en théorie plus colteuse que la regle
de Goldstein. Cependant dans de nombreuses applications, le calcul du gvdiemeprésente

un faible cot additionnel en comparaison du co(t d’évaluatiofide(par exemple en contrdle
optimal), c’est pourquoi cette régle est tres utilisée. Le calcul des dérivegpdemet de plus
d'utiliser une méthode d’interpolation cubique dans la phase de réduction de I'intervalle, comme

nous le verrons plus loin.

Sommaire
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¢'(0) ma'(0)

Documents
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— Sip(t) > ¢(0) + m1¢'(0)¢, alorst est trop grand.
— Sip(t) < ¢(0) + m1' (0)t ety'(t) < maoy'(0), alorst est trop petit.
— Sip(t) < p(0) + m1¢/(0)t ety () > moy'(0), alorst convient.

Dans cette regle, on s’assure qu&est pas trop petit en assurant guét) a suffisamment aug-
menté.

<4< 91
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Réduction de
Le premier probléme a résoudre est celui de la détermination d'un intervalle de @dépArtOn lintervalle
peut commencer par choisir= 0, et utiliser une valeur initiale decensée étre une bonne valeur
de départ (ce point sera clarifié plus loin).

Recherche d’un intervalle de départ

1. Sit est satisfaisant alors on s’arréte
2. Sit est trop grand, alors on premd= ¢ et on s'arréte
3. Sit est trop petit, on fait < ct, ¢ > 1, et on retourne en 1.
Cet algorithme donne un intervalle initigt, 5] qu’il va falloir ensuite réduire, sauf siest admis-

sible, auquel cas la recherche linéaire est terminée, ce peut étre le cas si la valeur initied¢ de
bien choisie.

Réduction de l'intervalle

On suppose maintenant que I'on dispose d’un intenjallg] mais que I'on n'a pas encore de
satisfaisant. Une maniére simple de faire est de procéder par exemple par dichotomie, en chois
sant

po @ + Sommaire
2 Concepts
puis en conservant sdit, t] ou [¢, 5] suivant que est trop grand ou trop petit. Le probléme est que Notions
cette stratégie ne réduit pas assez rapidement l'intervalle. Cependant elle n’utilise aucune inform
tions surp (dérivées ou autres). On préfere en général procéder en construisant une approximatic
polynomialep(t) de ¢ et en choisissant réalisant le minimum (s'il existe) de(¢) sur [«, 3].
Lorsque I'on utilise la régle de Wolfe, on peut utiliser une approximation cubique. Documents
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Comme nous l'avons évoqué, un choix judicieuxtgeeut étre fait en faisant une approximation
cubique dep(t) sur lintervalle [«, 3] et & prendré réalisant le minimum de cette cubique : on
considére le polynémge(t) vérifiant

pto) = «(to) = fo,
pt1) = (1) =11
p'(to) = ¢(to) =go,
pt) = ¢(t1)=g1

outg ett; sont quelconques (on peut bien sar prengre- o et¢; = ). On passe en variables
réduites suf0, 1] ce qui conduit & définir le polyndmgs) par

q(S) :p(to +St1)a s € [07 1}7 T =11 —{o,

qui vérifie donc

q(0) = fo,
(1) = f,
q'(0) = 78o,
q(1) = 781.

Sion cherche de la forme
q(s) = as® + bs? +¢cs + d,

alors les calculs donnent
a=17(g0+81)+2(fo—f1), b =3(f1 — fo) — 7(280 + &1), ¢ = 780, d = fo.
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— Sib? — 3ac < 0 alorsq(s) n"admet pas de minimum, et cela ne permet pas de chaisir
— Sib2 — 3ac > 0l y a un minimum donné par

s —b + Vb?% — 3ac
B 3a '

si§ € [0, 1] cela permet de donnertaa valeur
t =tg+ ST,

sinon, cela ne permet pas de choisiet on peut en dernier recours faire appel a la dichotomie.

<4<
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Chapitre V
Méthodes de Quasi-Newton
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V.3  Méthodes spécifiques pour les problemes de moindres carrés . . . . .. ... ... 112 _
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La méthode de
La méthode de Newton permet de construire un algorithme permettant de résoudre le systeme Newton
d’équations non-linéaires
gx) =0,

oug : R" — R" est diférentiable : on se donmg € R” et on fait les itérations

Xpi1=xp, — & (%) g (), (V.1.1)

oug’(x) estla dérivée (ou jacobienne) glau pointx. L'application de cette méthode au probleme
d’optimisation
min f(x), (V.1.2)
xcR"
consiste a l'utiliser pour résoudre le systéme d’'optimalité du probl&ie?j, c’est a dire que I'on
poseg(x) = Vf(x) dans {.1.1) : on obtient les itérations

X1 =% — V() IVF (ag). (V.1.3)

La méthode de Newton est intéressante car sa convergence est quadratique au voisinage de
solution, c’est a dire que I'on a

92 Sommaire
lp41 — &I < llxe — 27, v >0, Concepts
Notions
mais la convergence n’est assurée que sist suffisamment proche diece qui en limite l'intérét.
Pour résoudre le probleme de convergence locale de la méthode de Newton, on peut penser a
ajouter une phase de recherche linéaire, dans la direction
Documents

dy, = —V2f(ap) "1V (x).
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Cela est possible uniqguementi est une direction de descentesgn soit La méthode de
Newton

Vf (@r) "dp = =V (@) TVf () TV () <O,

ce qui sera le cas &2f(x;) est une matrice définie positive, ce qui n’est pas garanti (on sait tout
au plus quév2f(z) > 0).

Le principe des méthodes que nous allons voir maintenant consiste a remplacer le Hégéigh

par une approximatiofl;, (si possible définie positive), construite au cours des itérations.
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Méthodes a
Le principe des méthodes dites «a métrique variable» consiste a faire les itérations suivantes metrique variable

{ e = —Bigh (V.1.4)
Xpt1 = X+ ppdp,

ou on a not&;, = Vf(x;) etB;, est une matrice définie positive. La méthode ci-dessus coincide
avec la méthode du gradientBj, = I. On peut envisager de prendBg = B > 0, Vk et cela
conduit a la remarque suivante.

Remarque V.1.1 Lorsque I'on cherche a résoudre le probleme

ain 7))
xeR"

On peut posex = Cy ou C est une matrice inversible (changement de variable). Notons alors
f(y) =f(Cy).Ona 5 .
Vi(y) =C Vf(Cy).

Un pas de la méthode du gradient appliquée & la minimisatiof(dgest donné par

Yie1 =k — PkCTVF(Cyy),

Sommaire
soit en revenant a la variable originale et en posapt= Cy,, C’\‘l’g‘t‘ifﬁés
T
xp1 =% — prCC Vf(xp).
On obtient bien une méthode du typél(4 avecB = CC'T > 0. Dans le cas oif est une
forme quadratique, on voit assez facilement comment l'introductioB germet d’accélérer la Documents

convergence de la méthode.
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Théoreme V.1.2 Soitf(x) = une forme quadratique définie positiveRune matrice définie Méthodes a
positive. L'algorithme du gradient préconditionné métrique variable

{ x9 = donné _
Xpy1 = X — ppBgr, pr optimal

converge linéairement au sens ou
21— Zllg < vl — X4
avec

_ x(BA) -1
7T XBA) + 1

Dans cette méthode, on voit bien comment influe la matBcgur la vitesse de convergence :
plus le conditionnement dBA sera faible, plus I'accélération sera grande. On ne peut bien sar
pas poseB = A~1, puisque cela sous-entendrait que I'on a déja résolu le probléme ! Cependant,
I'idée est tout de méme assez bonne, en ce sens qu’elle indiqu# spieétre une approximation
deA~! si I'on veut effectivement accélérer la méthode. Enfin, et pour terminer cette introduction
avant d’étudier de plus prés les méthodes de quasi-Newtonfppuelconque, on peut d'ores et

déja dire qu’un critere de bon fonctionnement de la méthvde4) serait que I'on ait au moins Sommaire
Concepts
lim B, =A™, Notions
k—oo

dans le cas quadratique.
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V.2 Les méthodes de quasi-Newton

Relation de quasi-Newton . . . . . . . . . . . .. ... .. ... 102

Formules de mise a jour de I'approximation du hessien . . . . . . ... .. 104

Formule de Broyden . . . . . . . . .. .. . .. .. .. ... 105

Formule de Davidon, FletcheretPowell . . . . . ... ... ... ...... 107

Algorithme de Davidon-Fletcher-Powel . . . . .. .. ... ... ...... 108

Algorithme de Broyden, Fletcher, Goldfarb et Shanno . . . . . .. ... .. 110
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Relation de
Une méthode de quasi-Newton est une méthode du type : quasi-Newton
{ dr = —Bugr, (V.2.5)
Xpp1 = X+ prdr
ou .
{ dp = —Hy g, (V.2.6)
Xpy1 = X+ ppdp,
ou B;, (respectivementl},) est une matrice destinée a approcher l'inverse du hessié(respec-
tivement le hessien d@ enx;. Il se pose donc un probléme : quelle stratégie adopter pour faire
cette approximation. On peut par exemple pdge= I, mais comment ensuite mettre a jour I'ap-
proximationB,, au cours des itérations ? L'idée est la suivante : on sait que awgoietgradient
et le hessien dg vérifient la relation
Bhi1 =8k + V2 (%) (o1 — %) + €(Xpp1 — %p)-
Si on suppose que I'approximation quadratique est bonne, on peut alors négliger le reste et consi-
dérer que I'on a
Zr1 — 8k ~ VF(xp) (opr1 — %2),
cela conduit a la notion de relation de quasi-Newton : Sommaire
Concepts
Définition V.2.1 On dit que les matricd, , ; et H, 1 vérifient une relation de quasi-Newton si helens
ona
Hjp 1(0p 11 — 2%) = Vf(xp11) — VF(xz),
ou
Xpy1 — X = Bp 1V (xpi1) — VF(ag). Documents
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Il reste un probleme a résoudre : comment mettre afauout en assurari®;, > 0? C’est ce que
nous allons voir maintenant.

<4< 103
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Le principe de la mise a jour consiste, a une itération donnée de I'algorithme

{ dp, = —Bpgs,
Xpt1 = X+ ppdp,

a appliquer une formule du type
Bpi1 =By + A,

avecA, symétrique, assurant la relation de quasi-Newton
Xpt1 — %k = Bri1(8re1 — 81);

ainsi queBy, 1 > 0, sous I'hypothése quB;, > 0.

Formules de mise
a jour de
I'approximation

du hessien
(V.2.7)

(V.2.8)

La formule {.2.8) permet d'utiliser les nouvelles informations obtenues lors de I'ékage I'al-
gorithme, c’est a dire essentiellement le gradignt; = Vf(xz,1) au pointxy, 1, obtenu par
recherche linéaire (exacte ou approchée) dans la diredjiotl existe différentes formules du
type (V.2.8). Suivant que\,, est de rang 1 o8, on parlera de correction de rang 1 ou de rang 2.

104
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On peut chercher a déterminer une formule de correction de rang 1 de la facon suivante. On écrit

B, 1 sous la forme
By 1 =B, +w',

et on cherche tel que la relation de quasi-Newton
By 1Y% = Sk
oU ON apos§;, = g1 — 8 etsy =xp, 1 —x3. Onadonc
Byp +vv 'y = sp,

et en prenant le produit scalaire des deux membres de I'égalité précédenge ameabtient

(vAv)? = (sp — Baeyr) vk
Si on utilise maintenant I'égalité
T_ v yp(v Ty’

vTyp)?

alors on peut écrire, en remplacanty;, pars, — Byyy, et(v "yy,)? pary] (s, — Bpyy), la formule
de correction

vV

(sp — Bpyp)(sp — Bpyp) " (V.2.9)

B.i— B, +
kol = Tk (s —Bryr) "y

connue sous le nom dermule de Broydenl_a validité de cette formule provient du résultat sui-

vant :
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Théoreme V.2.2 Soitf une forme quadratique définie positive. Considérons la méthode itéra- Formule de
tive qui, partant d’'un poink arbitraire engendre sucessivement les points Broyden

X1 = X + Sp,
ou less;, sont des vecteurs linéairement indépendants. Alors la suite de matrices générée par
By, une matrice symétrique quelconque et la formule
-
(St — Beyr) (k. — Bryr)
(& — Bryr) "yk

Bj1 =By +

olyy, = Vf(xp,1) — VF(xz), converge en au plus étapes vers\~1, l'inverse du hessien de

f.

Démonstration

Le probleme de la formule de Broyden est qu’il n’y a aucune garantie que les m#jicesentt
défines positives méme si la fonctifest quadratique et si par exemplg = I. On peut cependant
noter l'intérét de la propriét®, = A~1, qui sera aussi vérifiée par les méthodes de mise a jour
que nous allons voir maintenant.

Sommaire
Concepts
Notions
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Formule de
La formule de mise a jour de Davidon, Fletcher et Powell est une formule de correction de rarige®idon, Fletcher
donnée par et Powell
T T
seS,  Bryryy Br
B =B + k& ok (V.2.10)
Sp Yk Ye Bkyk
Le résultat suivant montre que sous certaines conditions, la forrd2e.() conserve la définie-
positivité des matriceBy,.
Théoreme V.2.3 On considére la méthode définie par
dp = —Bpg&:
{ Xpi1 = X+ prdp, pp optimal (V.2.11)
OuB( > 0 est donnée ainsi que). Alors les matrice®3;, sont définies positivesk > 0.
Démonstration
Remarque V.2.4 La propriétés,jy;e > 0 est vérifiee également par des méthodes de recherche
linéaire approchées comme par exemple la regle de Wolfe de Powell : en effet dans ce cas c
détermine un point;, , ; tel que S
¢ (pp) = VFf(@pi1) " dip > maVf(xg) ' dp, 0 <mg <1, Cr\(l)m':epts
otions
d’'ou
T Yk41 — Xk TXR4+1 — Xk
8pv1—  — 8y
Ly o
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On peut donc formuler maintenant la méthode utilisant la formule de corretti®i.() :

Algorithme de Davidon-Fletcher-Powel
1. Choisirxg et B définie positive quelconque (par exemplg = I)
2. Alitération k, calculer la direction de déplacement
dr = =BV (xp),
déterminer le pas optima}, et poser
Xpy1 =X + ppdp.
3. Posersy, = ppdy, ety = Vf(x,1) — Vf(xz) puis calculer

B - _B sesy  Bryryi Br
1 =Dp+ -~ 7 :
Sp Yk Yy Bryr

4. Fairek — k + 1. Retourner en 1 sauf si le critére d’arrét est vérifié.

Comme critere d’arrét on retiendra par exemfge, 1| < e.
Cet algorithme a un comportement remarquable dans le cAgsttune forme quadratique :

Théoreme V.2.5 Appliqué a une forme quadratiqyfe I'algorithme DFP engendre des direc-
tionssy, . .., sy, Vérifiant
siAsj = 0, 0<i<j<k+1, (V.2.12)
Bk+1ASi = Sy, 0< i < k. (V213)
Démonstration
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La méthodeDFP se comporte donc, dans le cas quadratique, comme une méthode de directiong\lgorithme de
conjuguées. Dans ce cas I'algorithme converge en aurpitérations. On peut aussi remarquer Davidon-Fletcher-

que I'on a pout = n — 1 la relation el
B,As;,=s;, i=0,...n—1,
et comme les; sont linéairement indépendants (car mutuellement conjugués) on en déduit que
Bn == Ail.
Remarque V.2.6 On peut montrer que dans le cas général (non quadratique), sous les mémes
réserves que pour la méthode de Fletcher-Reeves (réinitialisation périodjgue —g;), cet
algorithme permet de converger vers un minimum ldcaéf, et que I'on a
lim By, = V2f(®&)"1,
k—oo
ce qui montre que prés de I'optimuinsi la recherche linéaire est exacte, la méthode se comporte
asymptotiguement comme la méthode de Newton. Cette remarque permet de justifier le choix d’'u S _
q q 2 z ommaire
estimation du pas de déplacement donnée par S
Notions
pr =1,
dans les méthodes de recherche linéaire approchée.
Documents
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Algorithme de
La formule de mise a jour de Broyden, Fletcher, Goldfarb et Shanno est une formule de correction Broyden,
de rang 2 qui s’obtient & partir de la formule DFP en intervertissant les rokgsalg;,. La formule ~ Fletcher, Goldfarb
obtenu permet de mettre a jour une approximafndu hessien possédant les mémes propriétés, et Shanno
a savoirHy_ 1 > 0 siH, > 0 et vérifiant la relation de quasi-Newton

Y = Hysy,.

La formule est donc la suivante :

T T
YrY Hysps, H,
Hypy = Hy+ 25k _ R ER k (V.2.14)
VS  SpHpsk

L'algorithme associé est le suivant :

Algorithme de Broyden, Fletcher, Goldfarb et Shanno
1. Choisirx et Hy définie positive quelconque (par exemplg = I)
2. Alitération k&, calculer la direction de déplacement
dy = —H,, 'Vf(x3),
déterminer le pas optima}, et poser Sommaire

Concepts
Xpi1 = Xp + ppdp. Notions

3. Posersy, = ppdy, ety = Vf(xp, 1) — Vf(xp) puis calculer

Hyy1 =Hp + Te, Documents
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4. Fairek « k + 1. Retourner en 2 sauf si le critére d’arrét est vérifié. Algorithme;de
Broyden,

Notons que la directiod;, est obtenue par résolution d’un systeme linéaire. En pratique la mis&tcher, Goldfarb
a jour deH,, est faite directement sur le facteur de Chole€you H;, = CkC,I ce qui raméne et Shanno

le calcul ded;,, au méme colt que pour la formule de DFP. De plus, cette technique permet de
contrdler précisément la définie positivitéHg, qui peut se dégrader & cause des erreurs d’arrondi.

Remarque V.2.7 La méthode BFGS posséde les mémes propriétés que la méthode DFP : dans le
cas quadratique les directions engendrées sont conjuguées efhn-a A. Cette méthode est
reconnue comme étant beaucoup moins sensible que la mé@HdBeux imprécisions dans la
recherche linéaire, du point de vue de la vitesse de convergence. Elle est donc tout a fait adaptée
guand la recherche linéaire est faite de fagon économique, avec par exemple la régle de Goldstein
ou la régle de Wolfe et Powell. Elle est par exemple utilisée dans la forfotiom  de Matlab.

Sommaire
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V.3 Méthodes spécifiques pour les problemes de moindres
carrés

La méthode de Gauss-Newton . . . . . . . . . . . .. . . ... 113
la méthode de Levenberg-Marquardt . . . . .. ... ... ... ...... 115

Sommaire
Concepts
Notions

Documents

112



section A suivant »

La méthode de
Dans les problémes de moindres carrés non linéaires, la fonction & minimiser prend en général faauss-Newton

forme
1 & 5
i=1

comme on peut le voir sur I'exemple vu au premier chapitre. Quand on veut appliquer la méthode
de Newton a la minimisation ¢&x), on doit calculer le Hessien ¢fequi dans ce cas précis prend
une forme particuliére : on a d’'une part

=Y Vi@)fi(x)
i=1
et le hessien dg est donné par
V2f (x) Z V@)V "+ fi@) Vi),
i=1

Si I'on se place prés de I'optimum, ou on supposera qué; (&% sont petis, le deuxiéme terme

peut alors étre négligé. La matrice obtenue Sommaire
Concepts
Notions

Z V@) Vi) T,

possede une propriété intéressante : elle est semi-définie positive. De plus dans la plupart des «
m est tres supérieurraet la matrice est la plupart du temps définie positive (nous reviendrons sur  Documents
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ce point). La méthode originale que I'on obtient & partir de la méthode de Newton en remplacanta méthode de

V2f(x) parH (x) est la méthode de Gauss-Newton : Gauss-Newton
X donné
H, = >y Vfi(xk>vﬁ(xk)T>
Xpr1 = xp —H, "Vf(xg).
Sommaire
Concepts
Notions

Documents
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la méthode de

Pour assurer la convergence globale de la méthode de Gauss-Newton, on peut combiner I'algo-
rithme précédent avec une recherche linéaire, et dans ce cas on peut alors faire les itérations

{ dy, —H, 'V (xp,)
Xpr1 = X+ ppdp,

cependant, il n'y a aucune garantie ddg reste défine positive, et en général on fait appel a une
méthode modifiée, qui est la méthode de Levenberg-Marquardt : I'idée consiste a remplacer, dans
la méthode précédente, la matride par la matriced;, + \I ou \ est un réel positif. Sk est trés

grand, on retombe alors sur la méthode du gradient.

Méthode de Levenberg-Marquardt

X0 donné

Hy, = Y Vi) Vii(xp)T,
—(Hp + M) ~1Vf ()
= a3 + prdp,

Q
>
Il

115
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Chapitre VI
Conditions d’optimalité en optimisation avec contraintes
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V1.1 Les conditions de Lagrange
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On s’intéresse maintenant a des problémes d’optimisation de la forme

(PC)

i 75}
xeR"

sous les contraintes

ou les fonctiong, g eth sont différentiables au moins une foisfetst typiguement non-linéaire.
Cependant nous étudierons le casgoet & sont linéaires avec un intérét tout particulier. Dans

ce chapitre nous allons nous efforcer d’obtenir les conditions d’optimalité associées au probleme
(PC). Les chapitres suivants mettront ensuite I'accent sur les méthodes numériques permettant de
le résoudre. Nous nous intéresserons précisément dans ce chapitre aux problémes

(PCE) probléme avec contraintes d’'égalité,
(PCIl) probléme avec contraintes d'inégalité,

et les résultats s’étendront facilement aux probléme gé(Rg)

118

Introduction
(VI.1.1)
(VI.1.2)
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Probleme avec

On va tout d’abord s'intéresser au probléme suivant, dit probléme d’optimisation avec contraintes CO””{””"?%
d’égalité seulement : d’égalité
min f(x), (VI.1.4)
xeR"
(PCE) sous les contraintes
h(x) = 0. (VI.1.5)

La raison majeure justifiant que I'on s’intéresse en premier au probléme (PCE) est que (PC) est un
probléme du type (PCI) dont on ne sait pas quelles sont les contratttees(nous reviendrons
sur cette terminologie plus tard). Nous allons dans un premier temps nous intéresser au cas ou les

contraintes sont linéaires.

Sommaire
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Contraintes

Un probléme d’optimisation avec contraintes d’égalité linéaires prend la forme d'egalité linéaires
min f(x), (VI.1.6)
xeR"
Ax—b=0. (VI.1.7)

OUA est une matricge x n avecp < n etb € RP. On notera
S={xecR" Ax - b =0}.
Nous allons maintenant définir le concept de direction admissible$lans

Définition VI.1.1 On dit qued € R" est une direction admissible anc S s'il existea > 0 tel
que
x+tdeS, Vte[—a,a

Dans notre cas, onA(x + td) — b = tAd puisquex € S, et donc les directions admissiblés
sont caractérisées par

Ad = 0. (V1.1.8)
Rappellons maintenant un résultat bien utile d’algébre linéaire : Sommaire
Concepts
Théoreme VI.1.2 SoitA une matricep x n. On a la relation suivante Mgl
(KerA)* = (ImA™)
On peut donc énoncer les conditions nécessaires d’optimalité pour le probémeé)(: Documents
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Théoreme VI.1.3 Soitx € S solution du probléme\(l.1.6), vérifiant donc Contraintes
d’égalité linéaires
f&) <f(x), YaeS
Alors il existe nécessairement un vectaus R? vérifiant

VF@&) +ATA=0.

Si de plusA est de rang alors \ est unique.

Démonstration : Soitd une direction admissible, vérifiant dodo= KerA. Pour toutt € R on
a
f&) <f&+td),

soit
¢ Sommaire
’ et . L Concepts
Si on prend la limite de ces deux expressions quaedd verd) en en déduit que Notions
VF(#)'d =0, Vd € KerA
soit V(%) € (KerA)*, doncVf(z) € ImAT. Il existe donc un vecteux tel que
Documents

VF@&) = -AT)\,
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ce qui démontre le résultat. Pour I'unicité, supposons gu'il existe deux vecteets\y vérifiant
VIi@#) = —-ATA\ = -AT ).

On adonc
AT(M —Xg) =0,

etdonch; — A\g = 0 siA estde rang. [
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Contraintes

Nous étudions maintenant le probléme d'égalité
non-linéaires
min f(x), (VI.1.9)
{ xcR"
h(x) = 0. (VI.1.10)

ouh : R" — RP est différentiable. On note comme précédemment
S ={x eR" h(x)=0}.

Le concept de direction admissible daSisne peut pas se définir comme pour les contraintes
linéaires, car pout € S il peut ne pas exister > 0 etd € R" tels quet + td € S. On doit donc
définir le concept de courbe admissible.

Considérons une courbét) définie pourt > 0 vérifiant

{x(t) e S, Vte|[-a,a], a>0
x(0) = =x.

Puisquex(¢) € S on ah;(x(t)) = 0 pourl < i < p et on peut écrire que

d Sommaire
—h;(x(t)) = Vh;(x()) %) =0, 1<i<p. Concepts
dt Notions

Si on notey = x(0) le vecteur tangent & la courleé) ent = 0, on a donc

Vhi®)'y=0, 1<i<p. (VI.1.11)

A PP . Documents
Cela conduit a la définition suivante :
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Définition VI1.1.4 On dit quey € R" est une direction admissible énc S s'il existea > 0 et Contraintes
une courbex(¢) vérifiant d'égalité
x(t) € S, Vte[-o,al, non-linéaires
x(0) = %,
x(0) = y.

On notera alorgy € T'(%).

L'ensembleT’(x) définit le plan tangent 8 enx. L'analyse faite précédemment montre que I'on a
I'implication

yeT®) = Vhi&)'y=0, 1<i<p,
qui sera insuffisante pour montrer la condition nécéssaire d’optimalité. Nous allons donc mainte-
nant nous attacher a montrer sous quelles conditions la relafldnX1) est une condition suffi-
sante d’appartenanceldx).

Définition VI.1.5 On dit quex est un point régulier pour la contrainte(x) = 0 si
— h(%) =0,
— Les vecteur&/h; (%) sont linéairement indépendants.

Si on noteVA(x) la matricen x p

R R R Sommaire
Vh(&) = [Vhi(®)...Vhp(R)], Concepts
. L L L. Notions
la condition d’'indépendance linéaire dé&;(x) peut s’écrire
RangVh(x) = p.
et on a don&vA(x) "4(0) = 0 pour toute courbe admissibtét). 5 .
ocuments

On a la proposition suivante :
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Proposition VI.1.6 Six est un point régulier pour la contrainte(x) = 0, alors COTjtraintleS
‘égalité
VAE) 'y =0=y e T&). non-linéaires

Démonstration : Soity € R" vérifiantVA (%) y = 0. On considére la courbet) donnée par
x(t) =% +ty + Vh(X)u(t).

La fonctionu(¢) € R?, pour l'instant inconnue, va étre déterminée de telle fagcorhdug)) = 0.
On va pour cela poser le probleme de la déterminatiomn @¢ sous la forme d’'une équation
implicite. On définit la fonctio : R x R? — R? par

F(t,u) = h(& +ty + VA#)u).

Le probléme de la détermination dét) se ramene donc a la résolution de I'équation

F(t,u) =0,
au voisinage du poir0, 0). On a d’'une parF'(0,0) = ~(x) = 0 et Sommaire
Concepts
0 T R R Notions
%F(t, u) = Vh(x) Vh(x+ty+ Vh(X)u),
soit
2F(o 0) = Vh(z) VA(%)
au ’ N ‘ Documents
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La matrice%F(0,0) est inversible puisque par hypothé8é (&) est de rang. On peut alors
appliquer le théoréme des fonctions implicites : il existe un voisinage du @i} et une fonction
u(t) tels que
Ftu)=0<cu=ul).
Notons que I'on a donc nécéssaireme(@) = 0 puisqueF'(0,0) = 0.
On a donc maintenant
x(t) =y + Vh(X)u(t)

soitent =0
%(0) =y + Vh(%)u(0).

Montrons quet(0) = 0. Pour cela on écrit que I'on a

9 h(x(t) = VAE©) Ty + VR@(D) = 0

puisqueh (x(t)) = 0, et donc ert = 0 la relation précédente prend la forme

jh(x(t)) — VA®) Ty + VA®E)TVA®)2(0) = 0.
¢ t=0

Le premier terme du second membre est nul par hypothése, etdone- 0 puisquevh (z) ' VA (%)
est inversible. Donc

%(0) =y,
soity € T'(&), ce qui démontre le résultat annoncé.
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<« précédent section A

Théoreme VI.1.7 Soitz € S = {x € R", h(x) = 0} un point régulier solution du probleme
(VI.1.9), vérifiant donc
f®) <flx), Vxe 8

Alors il existe nécessairement un vectaur R? unique vérifiant
Vf(&)+ Vh(&)\ =0,
soit encore

p
VF@&)+ > NVhi(&) =0.
=1

Les composantes du vecteusont appelées multiplicateurs de Lagrange.

Démonstration : Considérons une courb#t) définie pourt € [—a, o] vérifiant

{ x(t) € S, Vte[-a,a], a>0
x(0) = x.
Ona

f(x(0)) < f(x(2), V€ [-a,al,

donc nécessairement
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<« précédent section A

ce qui signifie quevf(x) se trouve dans l'orthogonal dB(x) le plan tangent & enx. Sil'on
utilise I'équivalence

T(%) = KerVAa(#)" © T(®)* = ImVA(%),
il existe donc un vecteux € R” tel que

V(&) = —Vh(&)A.

L'unicité résulte du fait qué&/h (%) est de rang et se montre comme dans le cas linédite.
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V1.2 Les conditions de Kuhn et Tucker
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Interprétation géométrique des conditions de Kuhn et Tucker . . . . . . .. 135
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Probleme avec
On s'intéresse maintenant au probleme suivant, dit probleme d’optimisation avec contraintes d'in-  contraintes

égalité seulement : d’inégalité
min f(x), (VI.2.12)
xeR"
(PCI) sous les contraintes
g(x) <0, (V1.2.13)

oug : R" — R™, est différentiable (il n’y a ici aucune condition suj). On noteraK I'ensemble
des points admissibles, c’est a dire

K ={x e R" g(x) <0}.

Au point solution dgPCI) il va de soi que les contraintes effectivement actives vérifigggit) =
0. Cependant, puisque I'on ne sait @apriori quelles sont ces contraintes, le passaged ) a
un probléeme du typePCE) n’est pas direct.

Définition VI1.2.1 On appelle contraintes saturéeshensemble des indicédel queg;(x) = 0,

Sommaire
et on note Concepts
I(x) ={i|g;(x) = 0}. Notions
On note alorsS (%) I'ensemble
S(&)={x € R", g;(x) =0,icI®)}.
Documents

Le concept de direction admissible se définit comme suit :
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Définition VI1.2.2 On dit quey € R" est une direction admissible énc K s'il existea > 0 et
une courbex(t) vérifiant

x(t) € K, Vte[—a,aq],
x(0) = =z,
x(0) = y.

On notera alorgy € C(%).
Lemme VI.2.3 Soity € R" une direction admissible ehe K, alors on a nécessairement

Vgi®) 'y <0,iecl&).

Démonstration : Considérons une courbt) définie poutt € [—«, o] vérifiant

x(t) € K,Vte[-o,a],a>0

x(0) = %,

x(0) = .

Commeg;(x) < 0 pouri ¢ I(x), on aura toujourg;(x(t)) < 0 pourt suffisamment petit.
ta

Par contre, poui € I(&) on doit avoirg;(x(t)) < 0 pour¢ suffisamment petit. Si on utilise le
développement de Taylor ge(x(¢)) ent = 0 on doit donc avoir

gi(%) +tVg; (&) y +te(t) <O.
Puisqueg; (%) = 0 il faut donc nécessairement que I'on ait

Vgi(®)Ty <0.
<< 131 >>
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section A suivant »

O Comme dans le cas des contraintes d’égalité, on doit définir la notion de point régulier, qui esProbleme avec

nécessaire pour que la condition précédente soit suffisante :

Définition VI1.2.4 On dit quet est un point régulier pour la contraingg(x) < 0 si
- g(&) <0,
— Les vecteur§ Vh; (%) };cy(z) sont linéairement indépendants.

Sous I'hypothése de régularité flen aura, comme dans le cas des contraintes d’égalité

Vgi(®)'y <0,icl®) =yecCR).

La proposition suivante permet d’effectuer le premier pas vers les conditions de Kuhn et Tucker.

Proposition VI.2.5 Soitx la solution du probleméPCI). Il existen > 0 tel que
vx € B(%,7), gi(x) <0, i £1(2),

ou on a notéB(x, n) la boule de centr& et de rayorn,. Alorsx est la solution du probleme

min f(x), (V1.2.14)
x€B(x,n)
{ gi(x) =0, i € I(®). (V1.2.15)

Ce résultat est uniguement di a la continuité&det montre que I'on est localement ramené a un
probléme avec contraintes d'égalité. On peut donc maintenant énoncer le résulat principal :
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Théoreme VI.2.6 Soitz € K un point régulier solution du problem@CI). Alors il existe un Probleme avec
unique vecteu € R™ tel que contraintes
d’'inégalité
m
V&) + ) A\iVei®) = 0, (VI1.2.16)
i=1
Ai > 0,i=1...m, (V1.2.17)
Aigi(®) = 0,i=1...m (V1.2.18)
Démonstration : Les relation ¥/1.2.16) (VI1.2.18) sont une conséquence directe du théoréeme de
Lagrange, car il suffit de prendrg = 0 pouri ¢ I(x). On peut ensuite montre¥/(.2.17) par
I'absurde : supposons qu'il exiskec I(%) tel que), < 0. On définit la surface
Sp={x|8i(x) =0, i € I%), i #k}.
On définity € R” tel que
Vei®'y = 0,icl®),i#k,
Ver@)'y = -1
Alors y est une direction admissible &rpuisque Sommaire
Concepts
Vgi(2)'y <0, iel&), Notions
et quex est un point régulier. Il existe donc une countie) € S, et vérifiant de plux(t) € K,
pourt € [«, o], telle quex(0) = y. On a donc
d
@) = VI®)'y, (V1.2.19) Documents

t=0
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= =) AVa®)'y,
= A Vgr®) 'y =M\ <0,

ce qui est impossible c@rest minimum er. O

<4< 134

(V1.2.20)
(VI.2.21)

Probleme avec
contraintes
d’inégalité

Sommaire
Concepts
Notions

Documents



<« précédent section A

Interprétation
géométrique des
conditions de

Kuhn et Tucker
Vei@) 'y <0,i=12

On considére un cas difx) = {1,2}. Au pointx, 'ensemble des directions admissiblést)
forme un cbne qui est l'intersections des demi-espaces d'équation

Pour quex soit un optimum local, il faut que le vectewVf (%) forme un angle obtus avec

Vga ()
- _I—Vf(fc)
/l
/ Vgi(x
2 1 g1(%)
gg(x) =0
C(%)
K
Sommaire
(x) —0 Concepts
81 _ Notions
FiG. VI.2.1 — lllustration des conditions de Kuhn et Tucker sur un exemple a deux dimensions.
les directions admissibles. On vérifie aussi gtéf (X) est combinaison linéaire (a coefficients
positifs) des vecteursg;(x),7 = 1, 2. Documents
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V1.3 Exemples de problemes

Distance d'un pointaunplan . ... ... ........
Pseudo-inverse de Moore et Penrose . . . . . .. .. ..
Exemple de programme quadratique . . ... .. .. ..
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section A suivant »

On cherche a calculer la distance d’'un poigtc R”™ au plan défini par I'équatioAx = b, ou
A € M,, avecRangA = p. Se probleme se pose sous la forme

.1
min —
n

2
[ET|
xeR" 2

Ax =b.
On pose dong(x) = 4 [|lxo — x/*. Ona
Vf(x) = —(x0 — x),
et donc le systéme d’optimalité est donné par

& —x9)+ATA = 0, (V1.3.22)
AR = b. (V1.3.23)

En multipliant I'équation Y1.3.22) parA on peut exprimei par
A= (AAT) " (Axo - d),
et on obtient en substituaitdans {/1.3.23)
2=I-ATAAT) TA)xy +AT(AAT) 1a.

Un probléme voisin est celui de la projection d’'une direcidbsur le planAx = 0. Le résultat
précédent donne donc A
d=Pd,

avecP =1 -AT(AAT)" L,
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Pseudo-inverse

On cherche a résoudre le systeme de Moore et
Ax =0, Penrose

avecA € My, p < n etA de rangp. Il s’agit donc d’'un systeme sous-déterminé. La pseudo-
inverse de Moore-Penrose est par définition la maticeelle que le vecteur

%=ATb,
est la solution de norme minimale du systéme
Ax =b.

Le probleme d’optimisation a résoudre est donc :

1
min = [jx||?

xcR" 2
Ax = b,
et le systéme d’optimalité est donné par
£+ATN = 0, (V1.3.24)
Az = b. (VI.3.25) ommaire
Il suffit de substituef dans la deuxiéme équation et puisei&’op est de rang on obtient Cr\?c:]t(i:;?;s
2=AT(AAT) 1p,
et donc la pseudo-inverse est donnée par
Al = AT(AAT)?I' Documents
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Exemple de

programme

On cherche a résoudre le probléme
guadratique

.1 2
min, > [l o]

x€
x1 =0,
xg >0,

X1 + X2 < 1,

ouxy = (1, %). Il s’agit d’'un probléme avec contraintes d’inégalité se mettant sous la forme

g(x) < 0avec

g(x) = )
x1+x9—1
Sur le dessin, on peut s’assurer que trés probablement seule la contrainte numéro 3 est active. On
peut s’en persuader par le calcul de la fagon suivante : on peut tenter de résoudre le systéme

Vf(x) + A3Vgs(x) = O, Sommaire

_ Concepts

&3 (x) 0 Notions

soit ici
1
x—x0+)\3<1> = 0,
Documents

x1+x2 = 1,
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X9 Exemple de
programme
guadratique

K
x
g1 (x) =0 X1
82(x) =0 g3(x) =0

FiG. VI.3.2 — Exemple de programme quadratique

ou bien encore Sommaire
Concepts
Notions
x1+A3 = 1,
1
X2+ A3 = ok
x1+x0 = 1,
Documents
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dont la solution est donnée par

3 1 1

=pr=pl=g

X1 4

On a bien\g > 0 ce qui justifiea posteriorile choix de saturer la contrainte numéro 3.
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V1.4 Conditions suffisantes d’optimalité

Définition du lagrangien . . . . . . . . . ... 143
Condition nécéssaire du secondordre . . . . . . . . . . ... ... ..., 144
Condition nécéssaire dusecond ordre . . . . . . . . . .. ... ... ... 147
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Définition du
Considérons le problem@CE) avec contraintes d’égalité lagrangien
minxeRn f(x),
h(x) =0,
ouh : R" — RP,
Définition VI.4.1 On appelldagrangierassocié au problem@CE) la fonctionL : R" x RP —
R définie par
P
Lx, ) = f@) + Y Nihi(x).
i=1
Les conditions de Lagrange peuvent se reformuler a I'aide du lagrangiett sstition de PCE).
Alors il existe A tel que
VixL(x,\) =0,
ou on a noté&/,. le gradient partiel par rapport a la variakleDans la suite nous ferons I'’hypothése
queh etf sont deux fois continment différentiables.
Sommaire
Concepts
Notions
Documents
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Condition

Théoreme VI.4.2 Soitx un point régulier solution d¢PCE). Alors il existel tel que nécéssaire du
second ordre

V.L(%,A) =0,
et de plus pour tout € T'(%),y # 0,0n a

y VZ.L(% Ny > 0.

Démonstration : Soity € T'(x). On sait qu'il existe une courbg) définie pourt € [—a, o]
vérifiant

x(t) € S, Vte[-a,a], a>0

x(0) = &,

x(0) = y.
Puisquek est optimal on a

f(x(0)) < f(x(2)), V¢,

et puisque la fonctiofi est deux fois différentiable, on a nécessairement

Sommaire
d2 Concepts
—51 (x(2)) > 0. Notions
dt? t=0
On aici d'une part
d .
g @®) =Vf (%(t)) Tx(t),
Documents
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et donc Condition
nécéssaire du

ﬁf(x(t» = &(t) T V2 (x(t))x(t) + VF(x()) "E(), (V1.4.26) second ordre
Z;f(x(t)) = y V(&) + V(&) T%(0) > 0 A5
t=0

D’autre part on &;(x(t)) = 0 donc

2
jﬂh(x(t)) =y V2h;(R)y + VA (&) T5%(0) =0, i = 1,....p.

t=0

On peut multiplier chacune de ces égalités Jyaet en faire la somme, ce qui donne

p b
y' (Z xiv%(fc)> y+ (Z Xthi(fc)T)) %(0) = 0.
i=1 =1

En additionnant cette derniere égalité/a4.27) on obtient

p p 1l :
L <V2f(5€) +3 xivzhi@)) o (wm > xivhm) 50) > 0. Sommie
i=1 i=1 Notions
et puisque le deuxieme terme est nul (condition de Lagrange) on obtient bien I'inégalité annoncé
O Le résultat suivant est une généralisation du theoréme précédent dont la démonstration se
admise.
Documents
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Théoreme VI.4.3 Soit € R" et \ € R? vérifiant les conditions Condition
nécéssaire du
h(®) = 0, second ordre
p ~
VF@) + Y AVhi(E) = 0,
i=1

y ' VZLE, Xy >0 ,VyeT(®),y+0,

alorsx est un minimum local du probleni®CE).

Sommaire
Concepts
Notions

Documents
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Théoreme VI.4.4 Soitz € R" et \ € R? vérifiant les conditions
g&) < 0,
p A
VF@&) + Y AVei®) = 0,

N > 0,i=1...m,
Nigi®) = 0,i=1...m,
y'VEL(E Ay >0 ,¥yeTtH®), y#0,
ou on a notél"* (%) le plan tangent et a la surface
ST ={xcR", gi(&) =0, icI&)et); >0}

Alorsx est un minimum local du probléent2CE).
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Chapitre VII
Methodes primales

VII.1 Contraintes d’égalité lin€aires . . . . . . . . . . . . 149
VI.2 Contraintes d'inégalité linéaires . . . . . . . . .. .. ... . ... 157
VII.3 Méthodes de pénalisation . . . . . . . . . . . . 161
VII.4 Méthodes par résolution des équations de Kuhn et Tucker . . . .. ... ...... 169 s .
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chapitre A

VIl.1 Contraintes d’égalité lineaires

La méthode du gradient projeté
La méthode de Newton projetée
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La méthode du

On s’intéresse a un probléme avec contraintes d’égalité lineaires gradient projete
min f(x), (VII.1.2)
xeR"
Ax—b =0, (VII.1.2)

et nous ferons I'hypothése qdec M,, est de rang maximal. Une idée assez naturelle consiste a
appliquer une méthode de descente qui prenne en compte la cordainte= 0. Supposons que
nous disposons d’un poinp € K = {x € R", Ax — b = 0}. On sait qu’une direction admissible
doit vérifier

Ad = 0. (VI1.1.3)
On peut chercher la meilleure direction de descente respedtidr {1) en résolvant le probléme

min V£ (x) 'd, (VI1.1.4)

Ad =0, (VII.1.5)

d|| = 1. (VI1.1.6)
Proposition VII.1.1 Le vecteud solution du probléme\ll.1.4),(V11.1.5),(VIl.1.6) est donné par Sommaire
d =y/ |ly|| ouy est la projection orthogonale deVf(x) sur KerA. C’\?ntt_tepts

otions

Démonstration : On peut écrire que e
—Vf(x) —y 4 2, Documents
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oly € KerA etz ¢ (KerA)!, ces deux sous-espaces étant complémentairesRiar®n a La méthode du
donc gradient projeté

—Vf(x)'d=—y'd.
Commed est un vecteur unitaire quelconguéd sera maximal pour

-
Iy[l°

d’ou le résultat. On remarquera queysi 0, le vecteurd est bien une direction de descente car
ona

Vi) =y " (y+2)=—y'y <0.
0

Pour former la matrice de projection silifer A on utilise en général la factorisatidpR de la
matriceA T, qui s’exprime sous la forme

R
ceoff)

OUR € My, est triangulaire supérieure & € M, est orthogonale, et se décomposekn- _
[U V] ou les colonnes d& € M,,, forment une base orthogonale @m A" et les colonnes Sommaire

. C t
deV € My n,_p une base orthogonale ddmA™)+ = KerA. Dans ce cas la matrice de la ﬁgggﬁ:
projection orthogonale suKer A s’écrit
_ T _yyT
P=I-UU =VV'. Exemples
Documents
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Remarque VII.1.2 Dans I'algorithme que nous allons étudier, la matrice de projection peut étre La méthode du
calculée une fois pour toutes puisqiest donnée. Cependant, pour les problémes avec contraintedradient projete
d’inégalité lineéaires, on sera amené a considérer une succession de problemes avec contraintes

d’égalité, et la matriced pourra évoluer a chaque itération, par ajout ou supression d’une ligne.

Le choix de la factorisatio®R est tout indiqué car il existe des techniques de mise & jour par-

ticulierement économiques, ce qui n'est pas le cas quand on exprime la nRtsmes la forme

classique
P=I-AT[AAT]"!A.

La méthode du gradient projeté consiste tout simplement a mettre en oeuvre une méthode de des-
cente utilisant & chaque pas la directidp = —VVTVF(x;). Les itérations sont poursuivies
jusqu’a ce quel, = 0. Cela signifie alors quFf(x) € ImA " et donc qu'il existe\ tel que

VFf(xp) = —ATA
On peut utiliser la factorisation d&' pour obtenir\ par résolution du systéme linéaire

R\= -U"Vf(x).

Sommaire
) ) L Concepts
Algorithme du gradient projeté Notions

Exemples

Documents
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1. Posert = 0 et choisirxg admissible.
2. Calculer la projectionl, = —VV T Vf(x3),

3. Sid, =0
— Calculer\ = —R-1UTVf(x3)
— Arréter les itérations.

4. Déterminerp, > 0 réalisant le minimum dg(x; + pdy,).
5. Poser, 1 = x + ppdy, fairek «— k + 1 et retourner ei2.

153
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La méthode de
La méthode du gradient projeté souffrant des mémes problémes que la méthode du gradient igwton projetée
tesse de convergence trés sensible au conditionnement), on lui préfére souvent les méthodes de
quasi-Newton adaptées au cas des contraintes linéaires. Il est plus facile de comprendre comment
fonctionnent ces méthodes en faisant I'analyse suivante
Supposons que I'on dispose d’'un poigt admissible. L'idée est de poser= x¢ + Vz et de
considérer une nouvelle fonctigrdéfinie par

}7‘(2) :f(x() +VZ>7

ou les colonnes d¥ forment une base orthogonale #er A (on a vu comment obtenir une telle
matrice). Alors par construction le problen®?| est équivalent au probléme sans contraintes

Zrél[ié}a f(2), (VI.1.7)

puisque
A(xg+Vz) —b=Axyg —b+AVz=0.

On peut donc appliquer n'importe quelle méthode de descente a la résolutigh.der’§. Notons
que l'ona

Vi(z) = VI Vf(xo + Vz), Sommaire
p . N S L. Concepts
donc la méthode du gradient appliquée a la minimisatiofiges’écrit Notions

zpe1 =2, — PV Vf(xo + Vzp),

. N L s Exemples
etsion pose&;, = xo + Vzk, les itérations precedentes s'ecrivent P

T Documents
Xpi1 =X — prVV  Vf(xp),
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ce qui redonne exactement la méthode du gradient projeté. On peut de la méme maniére écrirelg méthode de
méthode de Newton appliquée a la résolution\dé.{.7) : le hessien dg¢ s’écrit Newton projetee

V3 (2) = VI V3f(xo + V2)V,
si si on noteGy, = V2f(z;) la direction de Newton egy, s'écrit
pr = —G,'V(zp).

Si la matriceG;, est définie positive alorg;, sera une direction de descente ppiet le vecteur
Vp;, sera une direction de descente pfpuisque

Vf(xr) " Vpr = VF(zz) o1, < 0.

Remarque VII.1.3 On sait que dans le cas général un optimum local du probléh(eF) est
caractérise par

y'VEL(# A)y >0, ¥y € T(%), y #0.
Or dans le cas des contraintes linéaires on a

V2 L(x,\) = Vf(x), (VI1.1.8)

. . . Sommaire
et le sous espacg(x) n'est autre queKer A. Et donc si I'on dispose d’une matridé dont les Concepts

colonnes forment une base orthogonaleKler A, tout vecteuy € T'(x) s’exprime sous la forme Notions
y = Vz et la condition {I11.1.8) s’écrit
2VIV3f(&)Vz >0, Vz.

Exemples

On est donc assuré que le hessien projeté est défini positif a I'optimum, ce qui justifie 'utilisation

e q Documents
des méthodes de quasi-Newton.
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On peut donc envisager une méthode de quasi-Newton ou la mise & jour opére non pas sur i@ méthoqe ?e
hessien dg mais sur le hessien projeté. \Voici I'algorithme correspondant pour la méthode BFGS\Néwton projetee

Algorithme de la méthode BFGS projetée

1. Poserk = 0, choisirxg admissible et posddy = I.
2. Posetgy, = VI Vf(xz).
o Slgk =0

— Calculerh = —R~1U TV (xp,)

— Arréter les itérations.

w

. Calculer la directiop, = —H,, 'g;.
. Déterminerp;, > 0 réalisant le minimum dg(x, + pVpy).
. Posercy, 1 = x3, + pp V.
. Calculerg, 1 = V' Vf(xp41) €tyr = 8pi1 — 8-
. Mise a jour du hessien projeté
yky;er gkg/I
Pkygpk ngk Sommaire

9. fairek < k + 1 et retourner en. Concepts
Notions

0o N o 01 b

Hy 1 =Hp +

Exemples

Documents
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VIl.2 Contraintes d’inégalité linéaires

Méthode de directions réalisables . . . . . . .. ... ..
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section A

Méthode de
On s’intéresse maintenant & un probléme avec contraintes d’inégalités lineaires directions
Salisabl
min £(x), (VI1.2.9) realisables
xe "
Ax —b <0. (VI1.2.10)

On peut essayer de voir comment adapter la stratégie de I'algorithme du gradient projeté. Suppo-
sons que nous disposons d’un point initial admissigle K = {x € R", Ax — b < 0}. Notons
Iy 'ensemble des indices des contraintes saturées, soit
IO = {i ’Aix‘o — bi = 0}.
On peut chercher une direction de descehtpui permette, au moins pour un petit déplacement,
de rester dank. Si on noteA, € My, la matrice composée des lignes Iy on doit donc avoir
Ap,d =0. (VI.2.11)

R

Apres calcul de la factorisatiofyU V) < 0

nue pard = —VV T Vf(x).
Il'y a ensuite deux cas a envisager :

1. Sid # 0, il faut déterminer le déplacement maximal autorisé par les contraintes non saturées Sommaire
c’est a direp;,qy tel que Concepts

) deAITO, une direction admissiblé peut étre obte-

Notions
Pmax = 1p |p >0, Aj(xo + pd) —b; <0, 1 ¢Ip}.
Ensmj[e, on cherche le pas optimak, dans directiond. Ce pas pouvant faire sortir du Semits
domaine admissible, on prendra donc toujours
Documents

P = min(POph Pmax) )
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en notant bien que lorsque= pmqx, Cela signifie qu’une nouvelle contrainte sera saturée.

2. Sid = 0 cela signifie qué/f(x) € ImAIT0 et donc qu'il existe\ tel que
VFf(x) = —AITO)\,
et qui s’obtient par résolution du systéme linéaire
R\=-U"Vf(x),

et il faut ensuite considérer deux cas

(@) Si A > 0, alorsx satisfait les condition de Kuhn et Tucker. Le poinest donc un
optimum local du probléme.

(b) Sinon, on supprime dadg une des contraintes pour lesquellgs< 0 (par exemple la
plus négative). On obtient alors une nouvelle matAgequi permet de déterminer une
nouvelle direction de descente gfn On peut ensuite poursuivre les itérations.

On peut donc résumer I'algorithme de la facon suivante :

Algorithme du gradient projeté (contraintes d’inégalité)
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. Calculer ou mettre & jour la factorisatidj = [Uj, V] < By )

section A

1. Poserk = 0 et choisirx.
2. Détermined), = {i | Ajx; — b; = 0}.
. Former la matriced;, = {A;};cy, -

. Calculer la projectionl;, = —V},V,] Vf (xz)
. Sid, =0

— CalculerA = —(Ry,) U] Vf (xp,)
— Si A > 0 alors on s’arréte
— Sinon, choisiy tel que); < \;, Vi, fairel}, = I, — {j} et retourner en 3.

7. Calculerpmax = {p |p > 0, Aj(xz + pdp)a — b; <0, i ¢ I} }.
8. Déterminerp, réalisant le minimum df(x; + pdz) sur[0, pmax]-
. Poser, 1 = «xp, + ppdy, fairek — k + 1 et retourner er.
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VI1.3 Méthodes de pénalisation

Méthode de pénalisation externe . . . . . ... ... ..
Méthode de pénalisation interne . . . . . . ... ... ..
Estimation des multiplicateurs . . . . . .. ... ... ..
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Exemples :
Exemple VII.1

On considére un probleme avec contraintes d’inégalité non-linéaires :

min f(x), (VII.3.12)
xeR"

(PCI) sous les contraintes
glx) <0, (VI1.3.13)

Le but des méthodes de pénalisation est de résqiiré) de facon approchée de la facon sui-
vante : on définit la fonctiop(x) par

ou[.]* est la fonctiorpartie positivedéfinie par
y* = max(0,y).
SionnoteK = {x € R", g(x) < 0}, la fonctiony vérifie par construction

o(x) =0, pourx € K,
(x) > 0, pourx ¢ K.
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On introduit alors le problemB,

min fe(x),
(P.) xeR
fe(x) = (%) + Lto(x),

dont on notera, la solution, vérifiant

fo(xe) < fo(x) Vx € RY.

suivant »

Méthode de
pénalisation
(VI1.3.14) externe

(VI1.3.15)

Le nom de pénalité&xtérieureprovient du fait quex. est toujours a I'extérieur (au sens large) de

K comme le montre le résultat suivant :

Proposition VII.3.1 S’il existe au moins une contrainte saturée a |'optimudu probléemePCI)
alors le vecteur solution du probléme pénalig&) verifie nécessairement

310, gig(xe) > 0.

Démonstration : Montrons la contraposée : gj(x.) < 0, Vi on a par définitionc, € K.

Puisque
fe(xe) < fe(x), Yx € R,
donc en particulier pou = %, on a
fe(xe) < fe(®),
mais commme:, € K etx € Kona

A

p(xe) = p(&) =0,
<< 163
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section A suivant »

et donc Méthode de

x.) < f(%). pénalisation
)i externe

D'ou x. = &. On a dong;(X) < 0, Vi et aucune contrainte n’est saturéeiefl En général, on
a toujoursx. ¢ K comme le montre P? mais sous des hypothéses assez peu restrictivésnd
vers une solution du problent®CI) quande tend vers O.

Théoreme VI11.3.2 Soity : R* — R une fonction de pénalisation extérieure vérifiant :

— p(x) = 0,

- plx) =0ex ek,

—  continue.

On suppose d'autre part qué est continue, qu& est fermé et que I'une des deux conditions
suivantes est vérifieé :

~ f(x) — +oo quand|iz]| — oo,

— K est borneé etp(x) — +oo quand||x|| — oc.

—  continue.

Alors, quand, tend vers 0, la suite., admet au moins un point d'accumulation qui est alors une
solution optimale du problém@CI).

Lorsqu’on met en oeuvre cette méthode de fagon pratique, on ne peut pas prendre toutege suite S
trés petit, & cause des problémes de conditionnement que cela peut causer. On commence donc ¢ Concepts
une valeur du typey = 1, et chaque solution,, est prise comme vecteur initial pour résoudre le Notions
probleme avee, 1 = €,/100 (par exemple). On peut bien sar utiliser n'importe quelle méthode
pour résoudre le problemein, f:, (x) (BFGS, gradient conjugue, ...).

Exemples

Algorithme de la méthode de pénalisation Documents
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1. Choaisirxg, €1 = 1 et poserk = 1 Méthode de

. . ) pénalisation

2. Trouverxy, solution du problemeélf& fe, (x) en partant de;,_;. externe
X

3. Posere, 1 = €;,/100
4. fairek «— k + 1 et retourner en 2

Sommaire
Concepts
Notions

Exemples

Documents
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Méthode de
Dans le cas des méthodes internes, en généralest jamais dank (sauf cas particulier) : cela Péna”_sation
peut poser des problémes si par exemple la fongtiniest pas définie hors d€. Les méthodes Lt
internes permettent d’éviter cet inconvénient. Leur principe est le méme que pour les méthodes
externes : on considere une fonction
fe(x) =f(x) + e(x),
mais ici la fonctiony (x) est défine pout € K et est du type
£ 1
Plx) = :
; 8i(x)?
Puisque I'on a(x) — oo quand on s’approche de la frontiére He on qualifie souvent) de
fonction barriére. Les propriété de convergence sont les méme que pour les méthodes externes,
mais il faut ici disposer d’'ury € K, ce qui peut étre difficile dans certains cas.
Sommaire
Concepts
Notions
Exemples
Documents
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Estimation des
Les méthodes de pénalisation ne sont en général jamais utilisées pour obtenir la solution du préwiltiplicateurs
bleme avec contraintes, car cela nécessitérait d'utiliser des parameétres de pénalisation beaucoup
trop petits. En revanche, elles permettent de calculer des estimations correctes des multiplicateurs.

Pour les méthodes externes, le paipest solution du problemein £, (x) ou

felx) =f(x) + - > lef @),
i=1
et vérifie donc les conditions d’optimalité
2 m
V() + = > g (x) Vai(xg) = 0.
i=1

Sous les hypothéses du théoréviie3.2 x;, — & et donc pour les contraintes non saturées, puisque
gi(%) < 0, il existek tel que

k> k() :>gi(xk) <0,1 €I(.7AC)

Si on suppose queest régulier, les conditions de Kuhn et Tucker sont vérifiées et on a

Sommaire
N N @ t
V@) + 3 AVai) = s
iel
Si on note maintenant que pakir> &, |
Exemples
2
Vi (xr) + p Zg;r(xk)vgi(xk) =0, Documents
iel
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alors par continuité d&f et Vg on en déduit que poure 1 Estimation des
multiplicateurs

.2
lim =g (xp) = A

k—oo €

On peut bien sar faire le méme type de raisonnement pour la méthode de pénalité interne.
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VIl.4 Méthodes par résolution des équations de Kuhn et
Tucker

Cas des contraintes d’égalité . . . . . . . . . .. . ... ... ... ... 170
Méthode de Wilson . . . . . . . . . . . . .. 172
Cas des contraintes d'inégalité . . . . . . .. .. .. ... ... ....... 173
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Cas des
On cherche a résoudre le probléme : contraintes
d’égalité
min f(x),
xeR" (V11.4.16)
hl(x) :0, = l...p
On sait que la recherche d'un point de Kuhn et Tucker revient a résoudre le systémepa
inconnues et + p inconnues
ViL(x,\) = 0,
{ hx) = 0, (VI11.4.17)
ot on a notd.(x,\) = f(x) + > _; A\;h;(x) le lagrangien associé &(.4.16). La méthode de
Newton consiste, a partir d’'un poifit;, \;), a linéariser11.4.17) au voisinage de ce point, et a
deéfinir (xz, 1, A1) comme la solution du systéme obtenu. On peut écrire les équations suivantes :
VL (g, \) + VL (@, M) @y 1 — 25) + V() Vg1 — M) = 0,
h(xp) + Vh(x)" (@p41 — %) = O,
ou ViL(xp, \p) = Vf(x) + Vh(xz) . Sion pose
oh Sommaire
J. = Vh T _ ¥ ’ Concepts
k () 0x () Notions
etH;, = V2L(xy, \;), on obtient le systéme
Exemples
Hy I\ ((%psr—2 ) _ ( —Vi(x) (VII.4.18)
J, 0 kil —h(x) ) o Documents
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Une méthode basée sur la résolution itérative\de4.18) présentera les inconvénients habituels Cas des

de la méthode de Newton : la convergence est locale. De plus, les équations de Kuhn et Tucker CO”;T?'”"ES,
sont aussi vérifiées pour les maximums. Si on veut remédier a ces inconvénients il faut diposer egalite
d’une bonne estimation initiale d&, A), qui peut par exemple étre fournie par une méthode de

pénalisation.
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Méthode de
Dans la méthode précédente, pour éviter les points stationnaires qui ne sont pas des minimum, on Wilson
peut faire I'analyse suivante : si on natg = x;, 1 — x, on observe que le system¢l(.4.18)
s’écrit
-
Hypyp, + Jp Aey1 = —Vf (xg).
Le vecteury,, est la solution du probléme d’optimisation quadratique suivant :
o1
miny fyTHky + Vf<xk)Tya (V||419)
Jry + hixg) =0,
et \; 1 est le multiplicateur associé. Au lieu de résoudre le systéie4(18) on peut donc
résoudre le problemé/(1.4.19), ce qui permet d’éviter les points stationnaires qui ne sont pas des
minima. La résolution de ce probléme peut se faire avec toute méthode adaptée aux probléemes
quadratiques. Cette extension de la méthode de Newton est due a Wilson.
Sommaire
Concepts
Notions
Exemples
Documents
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Cas des
La méthode de Wilson vue au grain précédent se généralise trés facilement au cas des contraintes COfﬁtffiim_eS,
d’'inégalité. Si le probléme original est de la forme : d'inégalité
min £(x),
xeR" (VI1.4.20)
8i(x) <0,i=1...m,
les contraintes linéarisées prennent la forme
Ve(x) 'y +8(x) < 0.
On peut alors utiliser une méthode consistant a résoudre itérativement le probleme quadratique
1
Jry +8&(xx) <0,
Remarque VII.4.1 Comme on 'a déja dit la méthode de Wilson (pour les contraintes d'égalité
et d’inégalité) ne converge que localement. La globalisation de cette méthode peut se faire e
utilisant une approximation de quasi-Newton pour la matdég = V2L(x;, \;) et en faisant Sommaire
une recherche linéaire dans la directiep pour définirx; 1 = x, + pgs. Lors de la recherche Concepts
linéaire, on cherche alors & minimiser ufenction de méritalu type Notions
p
O(x) =f(x) +c Z |hi(x)], Exemples
=1
k Documents
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dans le cas des contraintes d’'égalité, ou Cas des
contraintes
m d’inégalité
o(x) =fx)+¢) g @),
k=1
dans le cas des contraintes d’inégalité (dans ce dernierccdsit étre un majorant des multi-
plicateurs optimaux). Les fonctiongx) et #(x) sont des fonctions de pénalisation exacte : cette
terminologie traduit le fait que contrairement aux fonctions de pénalisatifférentiablesque
I'on a vu précédemment, le minimum@eu o peut coincider aveg pour des valeuréiniesdec.
Sommaire
Concepts
Notions
Exemples
Documents
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Exemples du chapitre VII

VII.1 Un probleme pénalisé

chapitre A

175
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On considére le probleme

min %xz,
x> 1.

La fonction pénalisée s’écrit
fule) = 522+ 21— o).
Pourx ¢ K on a
Vie(x) =x — %(1 —x).
Si on fait I'nypothése a priori que. ¢ K alors on a

2
x——(1-x) =0,

€

etdoncr, = (1 +¢/2)~L. On a bient, ¢ K et

limx, = 1.
e—0

Retour au grain

176
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Chapitre VIII
Méthodes utilisant la notion de dualité

VIII.L1 Elementssurladualité . . . . . . . . . . . . . . . . e 178
VIII.2 Methodes duales . . . . . . . . . . . . . . e 184
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VIIl.1 Elements sur la dualité

chapitre A

section suivante »

Le probléemedual . ... ... ... ... ... .. ... 179

Point-col du lagrangien

178
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On s’intéresse ici aux problémes avec contrainte d'inégalité du type

min f(x),
xe(R) Y (VII.1.2)
g(x) <0,

et on note comme d’habitud€ = {x € R", g(x) < 0}. Le probleme YIIl.1.1) est appellé
probléme primapar opposition agprobléme duafjue I'on va maintenant définir.

Soit p(x) une fonction indicatrice d¥ :

px) = 0,sixeK, (VIN.1.2)
p(x) = +oo, sinon. (VI1.1.3)

Alors le probléme primal est équivalent &

min £(x) + ().

On peut construire la fonctiop de la fagon suivante :

m
_ T — e
p(x) = max X g(x) = rglg; Xigi(2).
On peut vérifier que la fonction ainsi définie a bien les caractéristigues donnéeélhar2)-
(VII.1.3) : six € K on ag;(x) < 0 et doncA'g(x) < 0, le max est donc atteint poux = 0. Si

x ¢ K il existej tel queg;(x) > 0, et donc) " g(x) peut étre rendu arbitrairement grand en faisant
tendre)\; vers+-oo.
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Le probléme primal est donc équivalent au probléme Le probleme dual

min <f(x) + max )\Tg(x)> ;

xR A=0
et si on utilise le lagrangieh(x, \) = f(x) + A" g(x), on peut alors noter que le probléme primal
s’écrit
min maxL(x, ). (VI.1.4)
xeR" A20
Définition VIII.1.1 On appelle probléme dual du problémél|].1.1) le probléme

max min L(x, \), (VIII.1.5)
220 xcR™

et appellew(\) = min,__pn L(x, \) la fonction duale.

Proposition VI11.1.2 La fonction dualev(\) est concave.

. : . S i
Démonstration : SoientA; > 0, A2 > 0,6 € [0,1] et A = 6A1 + (1 — 0)\o. Il existex; ,xg et C‘;”n";’;‘;'{f
x tels que Notions

w(A1) = L(x1, A1),
w(Ag) = L(xg,9),
w(A) = Lx,A). Documents
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On a donc par définition de la fonction duale : Le probleme dual

Si on multiplie la premiere inéquation péet la deuxiéme pafl — ) il vient
Ow (A1) + (1 — Ow(he) < f(x) + [0A1 + (1 — 0)Xo] g(x) = w(N).

[J Ce qui est remarquable dans cette propriété est que le résultat ne suppose absolument rien sur la
convexité des fonctionSetg;.

Sommaire
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Point-col du
On montre facilement la proposition suivante : lagrangien
Proposition VIII.1.3 On a
max < min L(x, \) p < min {maxL(x,)\)}.
A20 | xeR" xcR" L 220
Démonstration : OnaL(x, \) < maxy>oL(x, \) et donc par définition da ()
w(A) < min maxL(x, \).
xeR" 220
On adonc
maxw(A) < min maxL(x, \),
A>0 xR A>0
ce qui montre le résultafl] Si I'on note que par construction
i L(x,\) =f(x
xréur; L (x,A) =f(&),
ouz est la solution du probléme primal, on a donc
2 Sommaire
Iilféiw()‘) <f&®). Concepts
- B _ Notions
Alors s'il existe bien un maximum de la fonction duale atteint pdut A, la valeurw(\) est un
minorant def (%) et il existe un poink()\) tel que
w()\) = L(x(\),\) < f(&).
Documents

Le théoréme suivant précise dans quelles conditionsagi o= % :
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Théoreme VIII.1.4 S'il existe un couplé, \) tel que Point-col du
" . lagrangien
L(&,\) <L(&,)\) <L(x,\), Vx € R*, VA € R™,
alors# est une solution du probléme primaleest le multiplicateur de Kuhn et Tucker associé.

Un point vérifiant cette propriété est appelépmint-coldu lagrangien. On a dans ce cas
Lz, \) = w(A) = minf(x).
(&%) = maxw()) = minf (x)

Lorsque ce point existe, on peut donc résoudre le probléme dual a la place du probleme primal :
I'intérét principal est la concavité de la fonction duale ainsi que la simplicité des contraintes. On
voit aussi que méme lorsqu’il n’existe pas de point col, le maximum de la fonction duale fournit un
minorant def (x), ce qui peut étre utile dans certaines circonstances. On appelle alors la différence

A

f(&) —w(A) le saut de dualité
Théoreme VIII.1.5 Sif est strictement convexe, Si Ig§sont convexes et & est d'intérieur
non-vide, I'existence deest équivalente a I'existence deet on a
w(\) = L&, \) =f®&).
Il existe cependant des cas ou il existe un point-col et les conditions précédentes ne sont p

vérifiées. Quand il n'y a pas de point-col, on peut faire alors appel a des techniques ou on utilis  sgmmaire

un lagrangieraugmentélu type Concepts
Notions

L(x, A1) =f(x) + X' g(x) +r f:(g;r (*))%,
=1

pour définit la fonction duale. Ce type d’approche permet de généraliser les méthodes duales po
les cas typiguement non-convexes. Documents
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VIIl.2 Methodes duales

Méthode d’'Uzawa . . . . . . . . . . . . 185
Méthode d’Arrow et HUrwWICZ . . . . . . . . . . o o o e 187
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Méthode d’'Uzawa
Le principe de la méthode d’Uzawa est d'utiliser la méthode du gradient pour maximiser la fonc-
tion duale, tout en tenant compte de la contraite 0 : cela donne la méthode

Mes1 = M+ o V()]

L'utilisation de cette méthode suppose que la fonction duale est différentiable (au moins a I'op-
timum). Ce sera le cas si le minimum eme L(x, \) est unique. Dans ce cas si on nsfe) le
vecteur tel que

on peut écrire que

dx()\)
d\

Vw(\) = ViL(x(\),\)
= g(x(N),

puisquex(\) est par définition le minimum endeL(x, \). L'algorithme de la méthode est donc
le suivant :

+ V)\L(x()‘)v )‘)a

Algorithme d’'Uzawa

Sommaire
1. Posert = 0 et )\ = 0. Cﬁggjﬁf
2. Determiner;, solution du problemenin f(x) + /\,;rg(x)
xe
3. Simax; g;(x3) < € alors on s’arréte.
4. Sinon, calculen, 1 = [\ + prg(acz)] ™ Documents
5. Fairek — k + 1 etretourner en 2.
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Au point 4 on peut choisip, fixe ou bien faire une recherche linéaire. Lorsque la fonction dualt€thode d’'Uzawa
est mal conditionnée, on peut aussi utiliser une méthode de quasi-Newton. Dans le test d'arrét

choisi la valeur de > 0 devra étre choisie prudemment : en effet, s’il n’existe pas de point-col on

ne peut avoir, € K et donc sk est trop petit I'algorithme ne s’arrétera pas.
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<« précédent section A

Cette méthode est trés voisine de la méthode d’'Uzawa. Au lieu de détenrpioemme le mini-
mum deL(x, \z) on se contente d’'un pas dans la directioWL(x, \;) : on définitx,_ ; par

Xpi1 = xp — o VL(xg, \p),

ety 1 par
Mer1 = [ + orglap)]
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section A

Onaf(a +th) = f(a) + tf' (@)h + [t| ||| e(th), d'ol
fla+th)—f(a)
t

f'(a)h =
Il suffit de noter quéim; ¢ e(¢h) = 0 pour conclure.

Retour a la proposition 1.3.3 A
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suivant »

Document A.1.1
Démonstration de
la proposition 1.3.3
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<« précédent section A suivant »

. Document A.1.2
On notef{el,...,e"} la base canonique d&”. Par définition de la matrice, M€ colonne de =~ Démonstration de
f'(a) est obtenue en appliquafita) auj€Mevecteur de la base canonique 8. On obtient ' Proposition |.3.4
donc le vecteur ‘
; fla+te) —f(a)

fla)e’ = lim t

Y

grace a la proposition3.3. La définition degf donnée parl(3.8) permet d'écrire que

: ) @] _r
@@l = lim fz<a+tt) fi(@)
_ o fi@n a4t an) ~fi(a1,. an)
B t—0 ¢
of:
_ Yy

8xj

)

Y

Retour a la proposition 1.3.4 A
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<« précédent section A suivant »

Document A.1.3
Si () est convexe sup, 1] on a en particulier Démonstration du

corollaire 1.4.4
e(A) < Ap(1) + (1 = A)p(0), VA € [0,1],
ce qui donne exactement

FOx+ (1= XN)y) < M)+ (1 - N ).

La réciprogque est admise.

Retour au corollaire 1.4.4 A
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<« précédent section A suivant »

Document A.1.4
Démonstration du

La démonstration fait appel & un résultat obtenu dans I'exeiicice si on définitp(¢) = f(x +ty)
théoréme 1.4.6

alors on a
¢"(t) =y TV (x + ty)y,

et on sait grace a la propriétd.5 quef convexe sip”(¢) > 0, V¢. On aura don¢ convexe si et

seulement si
y V2f(x +ty)y > 0, V(x,y) € K2,

d’ou le résultat.

Retour au théoréme 1.4.6 A
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Document A.1.5

Soitxg € R". Puisquéim_. f(x) = oo il existeM > 0 tel quel|x|| > M = f(x) > f(xo), Démonstration du
donc théoreme 1.5.4

M > 0, £(x) < Flxo) = ]l < M.

Puisquet est caractérisé p#i(x) < f(x), Vx € R", on a donc forcémenz| < M. Doncz est
solution du probléme

min f(x),

|l <M

et le théoréme précédent s’applique, la bdules R", ||x|| < M} étant compacte.

Retour au théoréme 1.5.4 A
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<« précédent section A suivant »

Document A.1.6

Pour toutt € R* et pour tout: € R"” ona Démonstration du
théoréme 1.6.1

f&) <f(&+th).

On adonc
f@&) —f&+th)
t

F(&) = f(& +th)
t

doncVF(x)Th = 0, YA € R", doncVf£ (&) = 0 (prendre par exemple = Vf(&)).

= Vf(#) 'k <0,

lin’Lt—»OJr

et
= Vf(&)'h >0,

limt—>0*

Retour au théoréme 1.6.1 A

Sommaire
Concepts
Notions

Documents

195



<« précédent section A suivant »

Document A.1.7

Soientx € R" et € [0, 1]. Puisqugf est convexe on a Démonstration du
théoréme 1.6.2

FOR + (1 - M) < M) + (1 - NF ).
On retranch¢ (&) de chaque c6té de l'inégalité, on note que

M+ (1-XNE=%+ \x —X),
puis in divise par, ce qui donne l'inégalité

Et si on fait tendre\ vers0 on obtient

VF#®)' (& —%) < flx) —f(@),
doncO < f(x) — f(%).

Retour au théoréme 1.6.2 A .
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<« précédent section A

Document A.1.8
On a Démonstration du
théoréeme 1.6.4

fl&* +th) = f) +tVF@) Th+ t22hTV2f(x*)h + 2R e(th),
= f)+ tzthv%f(x*)h + 22 B2 e(h).

On a donc pout > 0

P+ ) =16 _ Lyroagieys 4 pojPen).

Donc sit est suffisamment petit on aura bigfx* + th) — f(x*) > 0 puisqueV2f(x*) > 0.

Retour au théoréme 1.6.4 A
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A.2 Documents du chapitre Il

A.2.1 Démonstration de la proposition 11.2.2 . . . . . ... ... ... ... 199
A.2.2 Démonstration de la proposition [1.2.1 . . . ... ... ... ..... 200
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section A suivant »

on a poutt > 0
flx+td) =f(x) +tVFf(x)Td +te(t),

donc si on écrit
flx +td) — f(x)
t

on voit bien que pout suffisamment petit on aufdx + td) — f(x) < 0.

= Vf(x)"d + £(2),

Retour & la proposition 11.1.2 A
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Démonstration de
la proposition 11.1.2
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<« précédent section A

Document A.2.2
Si on introduit la fonctionp(t) = f(x3, + tdy), on a Démonstration de

la proposition 11.2.1
¢ (8) = Vf (xp +tdy) "dy,
et puisquep est dérivable on a nécessairemefit;) = 0 donc

Vf(ap + tydy) 'dp = Vf(xpy1) 'dp = —dj 1dy, = 0.

Retour a la proposition 11.2.1 A
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A.3 Documents du chapitre Il

A.3.1 Démonstration du théoreme 111.2.1 . . . . . . . ..
A.3.2 Démonstration de la proposition 11.3.2. . . . . . .
A.3.3 Démonstration de la proposition [11.3.4 . . . . . ..
A.3.4 Démonstration du théoreme I11.3.5 . . . . . .. ..
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section A suivant »

Document A.3.1

On raisonne par récurrence fuen supposant quéy, . . . ,d; sont mutuellement conjuguées. Démonstration du
théoreme 111.2.1

- Montrons d’abord I'équivalence dB.2.4 etlll.2.7. Commedy, . . . ,dj, sont mutuellement conju-
guéesxy, réalise le minimum dg¢ surxg + Ej, on ag,;rdk_l =0dou

grdr =g, (—8r + Brdp_1) = —&1 &k

- Pour montrerl(l.2.8) on note que

81— 8r =AXpy1 — %) = prAdy, (A.3.1)
on a alors 1
g;rlAdk = %g];ll(gk-s-l —81);

et en utilisanti{1.2.7) il vient bien

 81.18r1 — 82)

i e
Sommaire
ce qui démontrel(].2.8). On ade plug,;rﬂgk = Ocargy =dj, — [_1dp_1 appartientd, ¢ et Concepts
quegy, 1 estorthogonal a ce sous-espace (les directigns. . , d;, sont conjuguées, par hypothese Notions
de récurrence), ceci démonttd.@.9).
- Montrons maintenant quie,LlAdi =0, pouri =0,...,k. Onadune part
Documents

dj 1Ady = (—8pi1 + Brdy) "Ady, =0,
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section A suivant »

par définition de3,. D’autre part, on a pour < & Document A.3.1
Démonstration du
dj,1Ad; = —g} . 1Ad; + ,d, TAd,, théoréme 111.2.1

avecd, TAd; = 0 en vertu de I'hypothese de récurrence. On a ensuite, en utilisant la formule
(A.3.1]

1
g1.1Ad; = Eg’Ll(gi“ — &),

l

et si I'on note que
8iv1— 8 = —div1+ (B + 1)d; — fi1d; 1,
on a bien
8r.1(8i41—8) =0,

carg; . 1div1 =g, 1di =&}, 1di—1 = 0, en vertu du fait qugy,, 1 est orthogonal &;,, ; et que
i < k.Onadonc bieml,LlAd,- = 0, ce qui acheve la démonstration.

Retour au théoréme 111.2.1 A
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<« précédent section A suivant »
Document A.3.2
Cette propriété est vérifiée a 'ordke= 1 puisquedy = —g(. Supposons qu'elle soit vérifiée a Démonstration de

I'ordre k. On a alors la formuleli].2.8) qui nous permet d’écrire la propoITIiti30r21

dri1 = Axg +ppdy) — b+ Brdy,
8r + prAdy, + Brdy,
= dp — Bp_1dp_1 + prAdy + Brdy,

ce qui permet de conclure qdg, ; € K, 1. La propriété est donc vérifiée pour tdgut> 0.

Retour a la proposition 111.3.2 A
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Document A.3.3
Puisque la matricA est définie positive il existe une matrice orthogoridleelle queA = UDU " DémOﬂStfatiOD_de
avecD =diag(\1,...,\n), 0Uc(A) = {)\;};—1., sont les valeurs propres de Si on définit la proposition
A1/2 UDl/zUT ona 11.3.4
2
2 1/2
<l = 4%/,

donc
2
Ip(A) o — £)13 = ||A2p(A) 0 — 2)|| < IP(A)II* lx0 — I3 .

ou on a utilisé la propriété queA) ) etA1l/2 commutent (ces deux matrices ont les mémes vecteurs
propres). Puisque I'on a auséi = UD'U" les valeurs propres de(A) sont données par les
nombregp(\;) pouri = 1...n, etdonc

Ip(A)|* = max p(x)2.

i=1..n
On a donc bien

E(x,) <E ' 2
(xz) < (xo)pepﬁ%): 122%)19(2)

Sommaire
Retour a la proposition 111.3.4 A Concepts
Notions

Documents
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Document A.3.4

Dans les deux cas possibles, notons Démonstration du
théoreme 111.3.5

On a bienp(z) de degré:, p(0) = 1 et par constructiop();) = 0 pouri = 1...k. En vertu du
résultat montré dans la propositith3.4, on a donc

E(xp) =0,

soitxy, = X.

Retour au théoréme 111.3.5 A
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A.4 Documents du chapitre V

A.4.1 Démonstration du théoreme V.2.2 . . . . . . . . . ... 208
A.4.2 Démonstration du théoreme V.2.3 . . . . . . . . . . . .. ... ... 210
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Document A.4.1
Démonstration du

Puisque le hessien gfeest constant et égald&on a théoreme V.2.2
¥i = VFf(xip1) — F(a;) = A1 —x;), Vi
On a vu queB;,  ; est construit de fagon a ce que I'on ait
B 1Yk = Sk

montrons que I'on a aussi
Bk+1yi = S, i=0...k—1.

On raisonne par récurrence en supposant que cette propriété est vral, pawavoir
Bkyi:si, i=0...k—2.
Soitdonci < k& — 2 quelconque. On a

(s — Bryr) (s, yi — Bry, yi)

By 1y; = Bpy; + ) (A.4.2)

M ! (sx — Bryr) "y .
Sommaire
Par I'hypothése de récurrence oBgy; = s; donc Concepts

Notions

yi Bryi = ¥j si,
mais commeds; = y;, Vj, on obtient

Documents

T T T
Y Si = SkASi = Sp Vi,
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section A suivant »

donc dansA.4.2) le numérateur est nul et onBy, , 1y; = Bpy; = s;. Onadonc
B 1yi=si, i=0...k.

Au bout den itérations on a donc

Bpy;=s;,1=0...n—1,
et puisque I'on @; = As; cette derniére formule d’'écrit

B,As; =s;,i=0...n—1.
Comme les; constituent une base @& on aB,A = I ou encore

B, =A"1

ce qui montre le résultat.

Retour au théoreme V.2.2 A
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Document A.4.2
Soitx un vecteur d®R”™. On a Démonstration du

S - 5 théoreme V.2.3
S, X v, Bpx

x'Byix = xTka+(]§) —(]f’rk),
SpYr Y Brye

Y4 Bryrx Bpx — (v, Byx)? N (55%)*
¥ Brye S5 Yk

Si on définit le produit scalairéc , y) = x " By alors on a

Ok, 8) (&, %) — O, %)° n (s52)* (A.4.3)

.
x Bp, 1x = .
ki Ok vr) Sy Ik

Le premier terme du second membre est positif ou nul d'aprés l'inégalité de Cauchy-Schwartz.
Quant au deuxiéme terme on peut faire I'analyse suivante : puisque le pas est optimal, on a la
relation

.
819k =0,
et donc
sk = +re(8ri1 — &) ' di = gy Brgr > 0
k + k ’ Sommaire
on a doncx' B, 1x > 0. Les deux termes dan#\@.3) étant positifs, cette quantité ne peut Concepts

s'annuler que si les deux termes sont simultanément nuls. Le premier terme ne peut sannuler g \otons
six = Ay pour un scalaire. # 0. Dans ce cas le deuxiéme terme est non nukgar: /\s,;ryk.
On a donc bieB; 1 > 0.

Retour au théoréme V.2.3 A Documents
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Document A.4.3

En utilisant la formule{.2.10) on a pour touk Démonstration du
théoréme V.2.5

By 1Asy, = Bpiiye,
= Sk
par construction. DoncA2.13) est en particulier vérifiee podr= 0, soit
BlAS() = 80.
On a aussi
soAs1 = —p1sgAB1g1,
= —p159AByg1,
= _Plsggh
= 0,
puisqueB1Asy = sq et quex; est obtenu par un pas optimal dans la directignDonc (/.2.13
est vérifiée pouk = 0.

Supposons maintenant quéZ.12) et (V.2.13) sont vérifiées a I'ordré — 1. On peut écrire d’'une
partpour =0...k — 1.

Sommaire
_ . — . . Concepts
8k+1 — 8i+1 Yit1 +Yi+ . Yk, -
= A(siy1+si+...8p)
carf est une forme quadratique de hessferD’autre part, puisque;; est obtenu par un pas
optimal dans la directiog; on asiTgiH = 0 etdonc
Documents

S; (8ri1—8ir1) =] A(Siz1+si+...5), i=0...k—1,
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donc en vertu de I'hypothése de recurrence (conjugaisos;jlea a Document A.4.3
T ) Démonstration du
$;8k41=0, 1=0... k-1, (A.4.4) théoréme V.2.5

Cette relation reste aussi valable pout £ puisque I'on &,ngﬂ = 0 (pas optimal). La deuxieme
hypothése de récurrence permet donc d’écrire, en remplacpatB;, , 1As; dans A.4.4)

s]ABy 18,1 =0, i=0...k

etdonc, puisquély  18x 11 = —Sk+1/Pk11,
s]Asp 1 =0, i=0...k,

ce qui démontre donc la propriété2.12) au rangk.
Montrons maintenant que
BkJrlASi = S8, i=0...k—1.
Cette relation est vraie pour= £ comme on I'a déja montré plus haut. On a
T T
spS, As;  Bprypy, BrAs;
Bk+1ASi:BkASi+ k_]? i klﬁrk k i
Sy Yk Yy Bryr

Le deuxieme terme du second membre est nukfg%rsi = 0. Si on note que par I'hypothése de
récurrence on 8,As; =s; pourt =0...2 -1 ety,j = s,IA le numérateur du troisieme terme
est donné par Sommaire

T T
Bkykyk BkASi = Bkyksk As; = 0. Con(_:epts
Notions

Par conséquent on a bien
Bk+1ASi = 8, i=0...k— 1,

ce gui démontre la propriét®.¢.13) au rangk.
Retour au théoréme V.2.5 A Documents
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Aide 1, Exercice |.4

Utiliser I'expression dé&/f (x) donnée a I'exercice précédent.

Retour a I'exercice A
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